
6. STARTING PROCEDURES FOR THE ORDII{ARY RAY

6 .  I  0 u t l  i n e

l 0 n o g r a r r s  d o  n o t  p r o v i d e  m e a s u r e m e n t s  a t  f r e q u e n c i e s  b e l o w  s o m e  m i n i m u m  v a l u e  f 1 .  T h u s  t h e r ei s  a n  " u n o b s e r v e d "  s e c t i o n  o f  t h e  e l e c t r o n  d e n s i t y  p r o f i l e ,  f o r  p l a s m a  r . . q r . n i i " i  F N  f r o m  0  t of 1 '  t i h e n  e x l r a o r d j n a r y - r a y  I n e a s u r e m e n t s  a r e  a v a i i a b l e  a t  j o w  f r e q u e n c r e s ,  t h e  a m o u n t  o f  j o n i s a t j o n
l n  t n c  u n o b s e r v e d  r e g i o n  c a n  b e  e s t i m a t e d  a n d  t h e  r e m a i n d e r  o f  t h e  p r o f i l e  c o r r e c i l y  c a l c u l a t e d .  T h i sl s  d e s c r i b e d  i n  S e c t i o n  B .  W h e n  o n l y  o r d i n a r y - r a y  d a t a  a r e  a v a i l a b l e  t h e r e  i s  a n  i n f r n i t e  n u m b e r  o fp r o f i l t - ' s '  w i r h  d i f f e r e n t  v a r i a t j o n s ' i n  t h e  u n o b s e i v e d  r e g i o n ,  * t ' r i . n  c a n  e x a c t l y  r e p r o o u c e  t h e  o b s e r v e dv l r t u a J  h e i g h t s  ( e . g .  c u r v e s  d  a n d  e  i n  F i g .  5 ,  s e c t i o n  l ) .  

' p i r v s i c a l  
a r g u m e n t " s  a n i  p . . u i o r se x p e r l e n c e  m u s t  t h e r e f o r e  b e  u s e d  t o  o b t a i n  a  r e a s o n a b l e  s t a r t i n g  a s s u m p i i o n .  D i f f e r e n t  p o s s r b l em e t h o d s  h a v e  b e e n  r e v i e w e d  p r e v i o u s l y  ( T i t h e r i d g e ,  1 9 7 5 a ) .  t . l h e n  s u i t a b i e  e x t r a o r d i n a r y  r a ym e a s u r e m e n t s  a r e  n o t  a v a i l a b l e ,  t h e . b e s t  p r o c e d u r e  f o r  o b t a i n i n g  a  c o n s i s t e n t  s e r i e s  o f  r e s u l t s  s e e m st o  b e  t h e  u s e  o f  a  s t a r t i n g  p o i n t  ( h s , f s )  b a s e d  o n  a  s y n o p t i c  m o d e l  o f  t n e  r n J e r i y i n g  r e g r o n .

F o u i ' d i s t i n c t  s t a r t i n g  p r o c e d u r e s  a r e  a v a i l a b l e  i n  P 0 L A N  f o r  u s e  i n  t h e  a b s e n c e  o f  e x t r a o r d i n a r y -r a y  d a t d '  T h e s e  a [ e  f u l  l y  d e f i n e d  b y  t h e  s i n g l e  i n p u t  p a r a m e t e r  S f n R t ,  a s  d e s c r i b e d  i n  S e c t i o n  6 . 2 .T h e  m e t h o d s  a r e :

-  ( c )  A n  a l t e r n a t i v e  m o d e l  s t a r t ,  i n  w h . i c h  t h e  p l a s m a  f r e q u e n c y . i s  c h o s e n  a t  a  f i x e d  h e r g h t .
-  ( d )  A  r l i r e c t  s t a r t ,  p r i m a r i l y  f o r  t e s t  p u r p o s e s ;  t h i s  a s s u m e s  t h a t  t h e r e  i s  n o  i o n r s a t j o n  w i t h  F Ni e s s  t h a n  t h e  l o w e s t  s c a l e d  f r e q u e n c y  f 1 .

w h e n  f 1  i s  ) a r g e  t h e  f i r s t  p o l y n o m i a l  c a l c u l a t e d  i n  s t a r t s  ( a )  t o  ( c )  c o v e r s  a  l a r g e  f r e q u e n c yr a n g e  l n  w h j c h  t h e r e  a r e  n o  o b s e r v a t i o n s .  S o m e  u n p h y s i c a l  v a r i i t i o n s  c o u l d  t h e n  b e  o b t a i n e d .  T oe n s u r e  a  s m o o t h '  m o n o t o n i c  s t a r t  g i v i n g  a p p r o x i m a t e l y  t h e  s a m e  r e s u l t s  w i t h  a l l  m o d e s  o f  a n a l y s i s  a n d
Y l l !  

t l i t 9 : t  i n , f i ,  t w o  c o n s t r a j n i s  a r e  a d d e d  t o  d e f l n e  t h e  p r o f i l e  s h a p e  i n  t n e  u n o u s e r v e d  r e g i o n .I  h e s e  c o n s t . a i n t s  a r e .

( i  )  A n  a d d i t i o n a l  v i r t u a r  h e i g h t  p o i n t  i s  i n c l u d e d  a t  t h e  f r e q u e n c y  f oc o r r e s p o n d r n g  v i r t u a )  h e i g h t _ . h ' o -  i s  o b t a i n e d  b y  e x t r a p o l a t i n g  t h e . i n i t . i a lt h i s  f r e q u e n c y ,  a s  s h o w n  i  n  F i q . - 2 .

( l j J  
J h :  l n t t i a l  g r a d i e n t  d h l d F N ,  a t  t h e . p o i n t  ( f s , h s ) , _  i s  g i v e n  a  v a l u e  t h a t  w o u t d  p r o d u c e  av i r t u a l  h e i q h t  o f  a b o u t  h ' o  a t  f r e q u e n c i e s  j u s t  a b o v e " n r i " r i ' i i  i s  o b t a i n e d  f r o m  t h e  r e l a t i o n(  T i  t h e r i  d g e ,  1 9 8 5 b  )  .

d h l d f 1  =  ( 1  +  1 . 8 / f 1 ) . ( h , o  _  h s ) .

( a )  T i r e  n o r m a l  d e f a u r t ,  u s i n g  a  s t a r t  b a s e d  o n  e x t r a p o l a t i o n  o f  t h e o b s e r v e d  v i r t u a l  h e i g h t s .
( b ) t h e  p r e f e r r e d  m e t h o d ,  u s i n g  p r e v i o u s  e x p e r i e n c e  t o  d e f i n e  a n  a p p r o p r i a t e  m e a n  s t a r t i n g  h e i g h ta t  a  f i x e d  p l a s m a  f n e q u e n c y  o f  0 . 5  M H z .

=  ( f s  +  f t ) / Z .  T h e
v i  r t u a  l  h e i  g h t s  b a c k  t o

F i g u r e  2 . l h e  s t a r t  p r o c e d u r e  u s i n g  o r d i n a r y - r a y  d a t a  o n 1 y .  h ,  i s  o b t a i n e d  b y  l i n e a r
e x t r a p o l a t i o n  o f  t h e  ( m a x i m u m )  s l o p e  i n d i c a t e d  b y  t h e  f i r s t  t h r e e  v . i r - t u a l
h e r E h t s '  T h e  c i r c l e d  v i r t u a l - h e i g h t  p o i n t  a t  f o  i s  a d d e d  t o  e n s u r e  a  s m o o t h ,p h y s i c a l l y  a c c e p t a b l e  p r o f i l e  i n  l h e  i ' u n s e e n ' ,  r E g i o n  f r o m  f s  i o  f 1 .
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6.2 The l{ethods Used in P0LAN

( a )  S T A R T  =  0 . 0

I f  S T A R T  i s  z e r o  t h e  a n a l y s i s  b e g i n s  f r o m  a n  i n i t i a l  r e a l - h e i g h t  p o i n t  ( f s ' h s ) ,  w h e r e  h s
. i s  d e t e r m . i n e d  b y  e x t r a p o l a t i n g  t h e  i n i t i a l  s e c t i o n  o f  t h e  o r d i n a r y - r a y  t r a c e  l i n e a r l y  d o w n  t o  z e r o

f r e q u e n c y .  f f r i i  i s  t h e  d e f a u i t  p r o c e d u r e ,  i l l u s t r a t e d  i n  F i g . 2 .  T h e  s t a r t i n g  f r e q u e n c y . f t
i s  n o r m a l l y  0 . 5  M H z ,  b u t  i s  k e p t  l e s s  t h a n  0 . 6 f 1  t o  e n s u r e  a  s u f f i c i e n t  r a n g e  f o r  t h e  s t a r t i n g  -
c o r r e c t i o n .  E x t r a p o l a t i o n  i s  b a s e d  o n  t h e  f i r s I  t h r e e  o r d i n a r y - r a y  p o i n t s ,  a n d  t h e  a b s o l u t e  v a l u e

; i  i r , r ; :  -  h  1 ) / ( f 3  -  f 1 )  i s  u s e d  s o  t h a t  c u r l i n g  u p  o f  t h e  t r a c e  a t  1 o w  f r e q u e n c i e s  ( w h i c h  i s
p r o a u c e d  b y  a i  u n d d r l y i i g  l a y e r  w i t h  F N  c l o s e  t o  f 1 )  a l s o  g i v e s  a  d o w n w a r d s  c o r r e c t i o n  t o  t h e

s t a r t i n g  p o i n t .  l f  l r ' m i n  i i  t h e  l o w e s t  o f  t h e  f i r s t - 3  v i r t u a l  h e i g h t s ,  t h e  s t a r t i n g  h e i g h t  i s

e f f e c t i v e l y
h s  =  h ' m i n  -  f m i n l d h ' / d f l .

T h i s  g i v e s  a  l o w  v a l u e  o f  h '  s h o w i n g  t h e  p r e s e n c e  o f  a p p r e c i a b l e  u n d e r l y i n g  i o n i s a t i o n ' . i f  t h e

0 - r a y  t r a c e  i s  t u r n i n g  d o w n i a r d s  ( C u e  t o  r e d u c i n g  r e a l  h e i g h t s )  o r  u p w a r d s  ( d u e  t o  i n c r e a s i n g  g r o u p

r e t a i d a t i o n )  a s  w e  a p [ . o a c h  f m i n .  T o  p r e v e n t  u n r e a s o n a b ] e  e x t r a p o l a t i o n s ,  u p p e r  a n d  l o w e r  l i m i t s

a r e  p l a c e d  o n  t h e  v a l u e  o f  h r  u s i n g  t h e  e x p r e s s i o n

h ' m i n , z 4  +  5 5  (  h s  <  h ' m i n / 2  +  6 0  k m

w h e r e  h ' m i n  i s  t h e  l o w e s t  o b s e r v e d  v i r t u a l  h e i g h t .  T h e s e  l i m i t s  a g r e e  r o u g h l y  w i t h  t h e  n i g h t - t i m e

m o d e l s  o f  S e c t i o n  6 . 4 .  C a r e f u l  u s e  o f  a  l i m i t e d  e x t r a p o l a t i o n  o f  t h i s  t y p e  g e n e r a l l y  g i v e s . a .

w o r t h w h i l e  i m p r o v e m e n t ,  a l t h o u g h  r e s u l t s  a r e  l e s s  c o n s i s t e n t  t h a n  w i t h  t h e  m o d e l  p r o c e d u r e  ( b ) .

( b )  S T A R T  >  4 4 . 0

l , l h e n  S T A R T  i s  g r e a t e r  t h a n  4 4  i t  g i v e s  a  m o d e l  s t a r t i n g  h e i g h t  t o . b e _ u s e d . -  T h u s  t h e  a n a l y s i s

b e g i n s  f r o m  a  r e a l - h e i g h t  p o i n t  ( f . , h 5 )  w h e r e  h s  =  S T A R T .  f ,  i s  n o m i n a l l y  0 . 5  M H z '  b u t  i s  k e p t

b e i o w  0 . 6 f 1 ,  a s  i n  ( a ) .  T h e  v a l u e - o f - S T A R T  w i l l - d e p e n d . o n  s o m e  m e a n  d i u r n a l  m o d e l ,  a n d  v a r i e s  i n
g e n e r a l  f r 6 m  a b o u t  9 0  k m  n e a r  n o o n  t o  i 5 0  k m  a f t e r  m i d n i g h t .  T h e  s e l e c t i o n  o f  a  s u i t a b l e  v a l u e  o f
5 t R n T ,  t o r  d i f f e r e n t  t i m e s ,  s e a s o n s  a n d  l a t i t u d e s ,  i s  d i s c u s s e d  i n  S e c t i o n  6 . 3 ( b ) .  T h e  g i v e n . v a l u e

o f  S T A R T  i s  m o d i f j e d  w i t h i n  P 0 L A N ,  i f  r e q u i r e d ,  t o  b e  c o m p a t i b l e  w i t h  t h e  o b s e r v e d  v i r t u a l  h e i g h t s .
T h i s  i s  d o n e  b y  m a k i n g  h s  l e s s  t h a n  0 . 6 h ' m i n  +  0 . 4 h ' s  w h e r e  h ' m i n  i s  t h e  m i n i m u m  o b s e r v e d
v i r t u a l  h e i g h t  a n d  h t ,  i s  t h e  e x t r a p o l a t e d  v a l u e  o b t a i n e d  i n  ( a )  a b o v e .

( c )  0 . 0  <  S T A R T  <  4 4 . 0

P o s i t i v e  v a l u e s  o f  S T A R T  l e s s  t h a n  4 4 . 0  a r e  u s e d  t o  d e f i n e  a n  i n i t i a l  p l a s m a  f r e q u e n c y  f r  f r o m

w h j c h  t o  s t a r t  t h e  a n a l y s i s ,  a t  a  f i x e d  h e i g h t  h s  w h i c h  i s  u s u a l l y  9 0  k m .  T h i s  a l l o w s  u s e  o f  t h e
( f i x e d - h e i g h t ,  v a r i a b l e l F N )  s y n o p t i c  s t a r t i n g  m o d 6 l  o f  M c N a m a r a  ( 1 9 7 9 ) .  I n  P 0 L A N  t h e  f i x e d  h e i g h t

c a n  a l s o  b e  s e t  a t  1 1 0 ,  1 3 0 ,  i 5 0  o r  1 7 0  k m ,  t o  a l l o w  g r e a t e r  a c c u r a c y  w i t h  n i g h t  i o n o g r a m s  w h e r e  a

s t a r t i n g  h e i g h t  o f  9 0  k m  ( w i t h  a  v e r y  l o w  d e n s i t y )  i s  t o o  f a r  b e l o w  t h e  b a s e  o f  t h e  o b s e r v e d  F  l a y e r
t o  b e  u s e f u l  o r  r e l i a b l e .  T h e  d i f f e i e n t  h e i g h t s  a n d  d e n s i t i e s  a r e  s p e c i f i e d  b y  t h e  p a r a m e t e r  S T A R T

a s  f o l  I  o w s :

F o r :  0
10
20
30
40

S T A R T  <  1 0 . ,
S T A R T  <  2 0 . ,
S T A R T  <  3 0 . ,
S T A R T  <  4 0 . ,
S T A R T  <  4 4 . ,

f s  =  S T A R T  M H z ,
f s  =  S T A R T  -  1 0  M H z ,
f.  = START - 20 l4Hz,
r i  = srnnr - 30 MHz '
fs = START - 40 MHz '

hs  =  90  km '
h t  =  1 1 0  k m .
h r  =  130  km.
h ,  =  150  km.
h5  =  170  km.

U s e :

( d )  S T A R T  <  0 .

I f  S T A R T  =  - 1 . 0 ,  u n d e r l y i n g  i o n i s a t i o n  i s  i g n o r e d  a n d  c a l c u l a t . j o n s  b e g i n  d i r e c t l y  f r o m  t h e

f i r s t  s c a l e d  p o i n t  ( f 1 , h 1 ) .  T i r i s - g i v e s  t h e  i o n o s p h e r e  a  f l a t  b a s e  a t  t h e - h e i g h t  ! f .  
=  h ' m i n ,  a n d

v a r i a t i o n s  d u e  t o  u n d e i l y i n g  i o n j s a i i o n  a r e  e x c l u d e d  f r o m  t h e  a n a l y s i s .  S T A R T  =  - 1 . 0  c a n  a l s o  b e

u s e d  t o  o b t a i n  a n y  s t a r t i n g  p o j n t  n o t  c o v e r e d  b y  o p t i o n s  ( a )  t o  ( c )  a b o v e ,  b y  e n t e r i n g  t h e  d e s i r e d
s t a r t i n g  p o i n t  a s  t h e  f i r s t  d a t a  p o i n t  ( f 1 , h 1 ) .  C a l c u l a t i o n s  d i f f e r  f r o m  u s e  o f  t h e  s t a n d a r d
o p t i o n s  i h  t n u t  t h e  a d d i t i o n a l  p o i n t  ( i )  i n  S e c t i o n  6 . 1  i s  n o t  a d d e d ,  a n d  t h e  c o n s t r a i n t  ( i i )  i s  n o t

a p p l  i e d  t o  t h e  i n i t i a l  g r a d i e n t .

V a l u e s  o f  S T A R T  l e s s  t h a n  - 1 . 0  a r e  u s e d  t o  s p e c i f y  a  p o l y n o m i a l  s t a r t  f o r  t h e  a n a l y s i s  o f

c o m b i n e d  o r d i n a r y  a n d  e x t r a o r d i n a r y  r a y  d a t a ,  a s  d e s c r i b e d  i n  S e c t i o n  8 . 6 . 1 .
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6.3  Day- t ime Star t ing  l tode ls

( a )  T h e  d a t a  b a s e

I o n o g r a m s  n o r m a l l y  c o n t a i n  n o  r e f r e c t i o n s  f r o m  h e i g h t s  b e r o w  a b o u t  1 0 0  k m ,  a n d  s e r d o m  s h o we x t r a o r d i n a r y - r a y  t r a c e s  f o r  t h e  l o w e r  E  r e g i o n .  c o r r e i t . i o n s  f o r  g r o u p  r e t a r d a t i o n  o c c u r r i n g  i n  t h ed a y t i m e  D  r e g i o n  m u s t  t h e r e f o r e  b e  b a s e d  o n  o t h e r  i n f o r m a t i o n .  7 0 0  e x i l e r i m e n i a i  e i e i t r o n - o e n s i t yp r o f i l e s  o f  t h e  D  a n d  l o w e r  E  r e g i o n s  h a v e  b e e n  c o m p i i e o - i n i o ' a  c o m p u t e r  a c c e s s i b l e  l i b r a r y  b yM c N a m a r a  ( 1 9 7 8 a ) '  P r o f i l e s  c o r 1 6 s p o n d i n g  t o  u n d i s t u r b e d  c o n d i i i o n s  w e r e  u s e d  i n  a  m u l t i p l e  r e g r e s s i o n
i ! 1 ] f : i s  t o  o b t a i n  e x p r e s s i o n s  g i v i n g  t h J  m e a n  v a r i a t i o n s  ( a t  a  f i x e d  h e i g h t  o r  d e n s i t y )  w i t h  s o . l a rz e n i t h  a n g 1 e ,  s e a s o n '  l a t i t u d e  i n d  s 6 l a r  c y c l e , ( N c t ' , t a m . r . ,  i g i g ) .  F r o m  t n d i e  e x p r e l i i o n .  r . u n  r e s u r t sh a v e  b e e n  d e r i v e d  f o r  u s e  i n  t h e  m o d e l  s t a i t s  ( U )  u n O  ( . j . i  i . i t i o n  6 . 2 ,  a s  d e s c r i b e d  b e l o w .  N o t et h a t  t h e  d a t a  b a s e  i s  h e a v i l y  w e i g h t e d  t o  t h e  r l o i t h  n r u . i . i n . . 9 i o n ,  s o  t h e  m o d e l s  w i l l  b e  l e s sr e p r e s e n t a t i  v e  e l  s e w h e r e .

( b )  T h e  V a r i a b t e  S t a r t i n g - H e i g h t  M o d e l

-  J h u  r e c o m m e n d e d  p r o c e d u r e  f o r  t h e  i n c o r p o r a t i o n  o f  m o d e l  s t a r t i n g  d a t a  i s  u s e  o f  a  v a r i a b l es t a r t i n g  h e i g h t  h s  a t  a ^ f i x e d  s t a r t i n g  f r e q u e n c {  f r .  F r o m  t h e  o - r e i i o n  a a t a  u i s e - N c N a m a r a  ( i 9 7 9 )o b t a i n e d  t h e  h e i g h [  a t  a  f i x e d  p l a s m a  f i e q u e n c y  o f  0 . 5  M H z  a s

h 0 . S  =  9 1 . 5  -  ( 5 . 6  c o s X  r  1 . 4  c o s S  +  0 . 0 2 7 R ) ( 1 0 )
w i t h  a  r e s i d u a l  s t a n d a r d  d e v i a t i o n  o f  3 . 8  k m .  T h e  +  a n d  -  s i g n s  a p p l y  t o  t h e  N o r t h e r n  a n d  s o u t h e r nH e m i s p h e r e s  r e s p e c t i v e l y .  X  i s  t h e  s o l a r  z e n i t h  a n g l e ,  a n J  

" n -  
l ,  t h e  l z - m o n t h  s m o o t h e d  s u n s p o tn u m b e r .  S e a s o n a l  c h a n g e s  d e p e n d  o n  t h e  p a r a m e t e r  5  = : O N  _ 1 5  d e g r e e s ,  w h e r e  M  i s  t h e  m o n t h .  F o ra  s t a t i o n  a t  l a t i t u d e  A ,  a n d  a  l o c a l  t i m e  o f  T  h o u r s  f r o m  n o o n ,  t h e  z e n i t h  a n g l e  i s  g i v e n  b y

c o s X  =  s i n D . s i n f l  +  c o s D . c o s O . c o s A

w h e r e  t h e  h o u r  a n g l e  A  =  l 5 . T  d e g r e e s  a n d  t h e  s o l a r  d e c l j n a t i o n

(a) Hours fron Local Noon
L a  t  i  t u d e

A t  R  =  5 0  t h i s  e x p r e s s i o n  g i v e s  t h e  h e i g h t s  s h o w n  i n  T a b l e  4 .  A t  e a c h  l a t i t u d e  t h e  c h a n g e  f r o ms u m m e r  t 0  e q u i n o x  t o  w i n t e r  h a s  b e e n  l i n e a r i s e i  s o  t h a t  i t  r u y - 0 .  e x p r e s s e d  i n  t h e  f o r m  h s  =  h e o+ / - L h '  w h e r e  h o -  + A h ,  h e q -  9 n a  h e q  - a h  . p p j v  f i " i o r r r r . . ,  e q u i n o x  a n d  m i d w i n t e r  '
r e s p e c t i v e l y .  T h i s - i l a k e s  i n t e r i 8 l a t i o n  m o r e , c o n v e n i e n t ,  a n d  i n t r o d u c e s  a n  a d d i t i o n a l  e r r o r  o f  n o t
f f i ; : : : : l  

0 ' 3  k m  a t  a n v  p o i n t .  N o t e  t h a t  t h e  s i s n  o f  t h e  i e u r o n a r  u u . i u i i o n - i n i . s . i ' . t  h i s h  l a t i t u d e s

Tab le  4 '  s ta r t i ng  he igh ts  l s  l o1  us9  a t  a  f i xed  p lasma  f requency  f s  o f  0 .5M H z '  i n  t h e  a n a i y s i i  o f  d a y t i m e  i o n o g r a m s .  M a i n  t a b u r a t e d  v a r u e s  a p p l yto  t he  equ inoxes .  These  a re  t o r  rowed  by  t he  .o r . . i i i on ,  r equ i red  a tm i d s u m m e r  a n d  a t  m i d w i n t e r ,  u s i n g  t h e  u p p e r  a n d  l o w e r  s i g n s . d r p . i i i u " i y .

D  =  2 3 . 4 4  c o s S  d e g r e e s .

+ 1 f l o

1 3 0 0

1 5 0  0

1 7  0 '

8 4 . 8 r  1  .  0
8 q  A  +  2

8 6 . 7  + . 3
B B . 3  ; . 7

8 5 . 6 1 1 . 0
8 6 . 2  t . 2
8 7 . 2  + . 3
8 8 . 6  + . 7

8 6 , 4 i 1 . 0

8 6 . 9  t . 2

8 7 . B  1 . 3
8 8 . 9  i . 7

8 7 . 5 i 1 . 0

8 7 . 8  t . 3

B B . 5  t . 3
8 9 . 3 ; . 7

8 8 . 8 1 1 . 0
8 9 . 0  t . 3
n o  ?  :  ,

8 9 . 7  i . 6

(b )  Hours  a f te r  Sunr ise  or  be fore  Sunset
L a t r  t u d e

? . 0 I . 5 h r0 . 00 . 51 . 0
t 1 0 '

: !30"
+ ( n o

1 7 0 0

8 7 . 5 1 1 . 3  8 8 . 1 1 1 . 4
8 7 . B ! 1 . 2  B B . 4 ! 1 . 3
8 8 . 5 1 1 . 1  8 9 . 0 1 1 . a
8 9 .  4 1 0 .  9  8 9 .  6 t  i  .  0

8 9 . 5 r 1 . 4  9 0 . ? t I . 4
8 9 . 6 1 1 . 4  9 0 . 2 t 1 . 4
8 9 . 8 1 1 . 4  9 Q . 2 ! 1 . 4
9 0 . 0 r 1 . 3  9 0 . 2 t L 4

B B . 8 1 l . 4
8 9 . 0 1  ] .  4
8 9 . 4 r 1 . 3

8 9 . 8 r  1  .  2

km
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T a b l e  4  i s  u s e d  o n l y  w h e n  a  n o r m a l  E  l a y e r  t r a c e  j s  v i s i b l e .  A t  l o c a l  t j m e s  m o r e  t h a n  t w o  h o u r s
f r o m  s u n l i s e  o r  s u n s e t ,  h .  i s  o b t a i n e d  f r o m  t h e  u p p e r  s e c t i o n  ( a )  o f  t h e  t a b l e .  l ^ / i t h . i n  t w o  h o u r s
o f  s u n r i s e  o r  s u n s e t  t h e  l o w e r  s e c t i o n  ( b )  s h o u l d  b e  u s e d .  T h e  t w o  s e c t i o n s  a g r e e  c l o s e J y  n e a r  t h e
e q u i n o x e s  b u t  t h e  s e a s o n a l  v a r i a t i o n  i n c r e a s e s  n e a r  s u n r i s e / s u n s e t ,  b e c o m i n g  + / - L 4  k m  ( a t  a l l
l a t i t u d e s )  a t  X  -  9 0 ' .  T h e  f i n a l  s o l a r - c y c l e  t e r m  o f  e q u a t i o n  ( 1 0 )  i s  n o t  i n c l u d e d  i n  T a b l e  4 .  I t
a d d s  a  f u r t h e r  c h a n g e  o f  + 1 . 4  k m  a t  s o l a r  m i n i m u m ,  a n d  - 1 . 4  k m  a t  s o l a r  m a x . i m u m  ( R  =  1 0 0 ) .

U s e  o f  T a b l e  4  t o  e s t j m a t e  t h e  r e q u i r e d  s t a r t i n g  h e i g h t  h s ,  t o  t h e  n e a r e s t  k m ,  i s
s t r a i g h t f o r w a r d .  T h e  r i s e  i n  h s  t o w a r d s  s u n r i s e  o r  s u n s e t  f o ' i l o w s  t h e  n a t u r a l  m o v e m e n t  o f  t h e  E
1 a y e r .  T h u s  t h e  h e i g h t  r a n g e  o v e r  w h i c h  t h e  c o r r e c t i o n  i s  a p p l i e d  i s  r a t h e r  m o r e  c o n s t a n t  t h a n  f o r
p r o c e d u r e  ( c ) .  T h e  i r e q u e n c y  r a n g e  i s  a l s o  m o r e  c o n s t a n t ,  e x t e n d i n g  f r o m  0 . 5  M H z  t o  t h e  v a l u e  o f  f m i n
o n  t h e  i o n o g r a m ;  t h i s  i s  t y p i c a l l y  a b o u t  1 . 5  M H z  ( t h e  t o p  o f  t h e  b r o a d c a s t  b a n d )  t h r o u g h o u t  t h e  d a y .
F o r  m o s t  w o i k  i t  i s  t h e r e f o r e  r e c o m m e n d e d  t h a t  t h e  p a r a m e t e r  S T A R T  i n  P O L A N  b e  s e t  e q u a l  t o  a  h e i g h t
o b t a j n e d  f r o m  T a b l e  4 ,  f o r  t h e  a n a l y s i s  o f  d a y t i m e  i o n o g r a m s  w h e n  t h e  E  l a y e r  t r a c e  . i s  v i s i b l e .  T h i s
d u t o m a t i c a l l y  g i v e s  t h e  f i x e d  f s  ( o f  0 . 5  l u l H z ) ,  v a r i a b l e  h s  s t a r t i n g  p r o c e d u r e  o f  S e c t i o n  6 . 1 ( b ) .

( c )  T h e  V a r i a b l e  S t a r t i n g - F r e q u e n c y  M o d e l

F r o m  t h e  s a m e  D - r e g i o n  d a t a  b a s e  M c N a m a r a  ( 1 9 7 9 )  u s e d  u n d i s t u r b e d  d e n s i t j e s  a t  a  h e i g h t  o f  9 0  k m
t o  d e r i v e  a n  e x p r e s s i o n  g i v i n g  t h e  m e a n  v a r i a t i o n  o f  l o g ( e l e c t r o n - d e n s i t y )  w j t h  s o l a r  z e n i t h  a n g l e
a n d  w j t h  s e a s o n .  T h e r e  w e r e  n o  s i g n i f i c a n t  o v e r a l l  c h a n g e s  w i t h  l a t i t u d e  o r  w i t h  s o l a r  c y c l e .
E x p r e s s i n g  t h e s e  r e s u l t s  i n  t e r m s  o f  t h e  p e a k  p l a s m a  f r e q u e n c y  F N ,  a n d  m a k i n g  s o m e  s i m p l i f i c a t i o n s
( w h i c h  i n t r o d u c e  e r r o r s  o f  l e s s  t h a n  5 % )  g i v e s  t h e  r e s u l t

( F N ) g o t m  =  0 . 4 3  ( I  +  2 . 5  c o s 2 x )  ( 1  +  0 . 2 c o s S ) ( 1 1 )

w h e r e  S  =  3 0 M  -  1 5  d e g r e e s  a n d  1 4  i s  t h e  m o n t h .  F o r  t h e  S o u t h e r n  H e m i s p h e r e  t h e  l a s t  f a c t o r
b e c o m e s  ( 1  -  0 . 2  c o s S ) .  R e s u l t s  f r o m  ( 1 1 )  f o r  s u m m e r ,  e q u i n o x  a n d  w i n t e r  c o n d i t i o n s  a r e  p l o t t e d  i n
F i  g .  3 .

T h e  h e i g h t  o f  9 0 k m  i s  a l w a y s  s l i g h t l y  b e l o w  t h e  t r a c e s  o b t a i n e d  f r o m  a  n o r m a l  E  l a y e r .  T h i s
m a k e s  i t  a  g o o d  o v e r a l l  c h o i c e  f o r  a  d a y t i m e  s t a r t i n g  h e i g h t  ( e . g .  W r i g h t  e t  a l . ,  1 9 7 5 ) .  F o r  N ( h )
c a l c u l a t i o n s  d u r i n g  t h e  d a y ,  w h e n  a  n o r m a l  E  l a y e r  i s  o b s e r v e d ,  t h e  p a r a m e t e r  S T A R T  i n  P 0 L A N  m a y  b e
s e t  e q u a l  t o  t h e  e s t j m a t e d  v a l u e  o f  F N  a t  a  h e i g h t  o f  9 0  k m .  T h i s  a u t o m a t i c a l l y  g i v e s  t h e  f i x e d  h s
( 9 0  k m ) ,  v a r i a b l e  F N  s t a r t i n g  p r o c e d u r e  o f  S e c t i o n  6 . 2 ( c ) .  I n  t h e  a b s e n c e  o f  o t h e r  i n f o r m a t i o n ,  F N
i s  o b t a i n e d  f r o m  ( 1 1 )  o r  f r o m  l h e  c u r v e s  i n  F i g .  3 .  T h e  l a t t e r  a r e  c a l c u l a t e d  f r o m  ( 1 1 )  a n d  r e p r e s e n t
t h e  c u r r e n t  b e s t  e s t i m a t e  o f  t h e  m e a n  v a l u e  o f  ( F N ) g O  u n d e r  q u i e t  c o n d i t i o n s .  A n  i n d i c a t i o n  o f
t h e  c h a n g e s  w h i c h  o c c u r  i n  v a r i o u s  t y p e s  o f  d i s t u r b a n c e  i s  g i v e n  b y  M c N a m a r a  ( 1 9 7 8 c ) .  A t  n i g h t ,  t h e
v a l u e  o f  9 0  k n r  j s  m u c h  t o o  l o w  f o r  r e l i a b l e  c a l c u l a t i o n s  w i t h  a  f i x e d - h e i g h t  s t a r t i n g  m o d e l .  T h e
s t a r t i n g  h e i g h t  c a n  t h e r e f o r e  b e  a l t e r e d  t o  1 1 0 ,  1 3 0 ,  1 5 0  o r  1 7 0  k m  i f  d e s i r e d ,  b y  a p p r o p r i a t e  c h o i c e
o f  L h e  p a r d r n e t e r  S T A R I ,  a s  d e s c r i b e d  i n  S e c t i o n  6 . ? ( c ) .

2 1 ,
H o u r s  f r o m  n o o n

F i g u r e  3 .  M e a n  s t a r t i n g  f r e q u e n c i e s  ( F r u )  f o r  t h e  a n a l y s i s  o f  d a y t i m e  i o n 0 g r a m s '
u s i n g  a  f i x e d  s t a r t i n g  h e i g h t  o f  9 0  k m .

0

E O U I N O X W I N T E RS U M M E R
^ ^ o
l U  =  G e o m o g n e t r c

L o t r t u d e
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6.4  A I { igh t - t ime Star t ing  l {ode l

! 9 r i n g  t h e  n i g h t  t h e , b a s e  o f  t h e  F  l a y e r  i s  g e n e r a l l y  a t  a  h e i g h t  n e a r  2 0 0  k m .  A  s t a r t i n g  p o i n t
n e a r  9 0  k m  t h e n  l e a v e s  a  l a r g e  r e g i o n  w r ' t h  n o  o b s e r v a t i o n s .  C a l c u l i t e d  p r o f i l e s  w i l l  b e  i l l - d e f i n e d
o v e r  t h i s  r e g i o n ,  g i v i n g  v a r i a b l e  a n d  u n r e l i a b l e  r e s u l t s .  0 b s e r v a t i o n s  o f  t h e  n i g h t  E  l a y e r  p r o v i d e
n o  h e l p '  s i n c e  t h e s e  a r e  s t i l l  a t  a  c o m p a r a t i v e J y  1 o w  h e i g h t  w i t h  a  w i d e  v a l l e y  b d t w e e n  t h e  n i g h t  E
a n d  t h e  1 o w  F  l a y e r s .

I n  t h e  a b s e n c e  o f  e x t r a o r d i n a r y - r a y  d a t a ,  s o m e  m e a n  m o d e l  s h o u l d  t h e r e f o r e  b e  a s s u m e d  t o  p r o v i d e
a  s t a r t i n g  p o i n t  i n  t h e  h e i g h t  r a n g e  1 3 0  t o  1 B O  k r n .  A  p r o c e d u r e  d e s c r i b e d  p r e v i o u s l y  ( t ; t t r e r i t g e ,
1 9 6 7 b '  1 9 7 5 a )  u s e d  a  c o n s t a n t  s t a r t i n g  f r e q u e n c y  f s  o f  0 . 5  M H z .  T h e  c o r r e s p o n d i n g  h e i q h t  h .
w a s  t a k e n  a s  9 0  k m  d u r i n g  t h e  d a y  ( a g r e e i n g  w i t h  t h e  m e a n  d a y t i m e  r e s u l t s  o f  S e c t i o i  6 . 2 ( b ) ) .  

' h s

b e c o m e s  a b o u t  1 2 0  k m  a f t e r  s u n s e t ,  w h e n  t h e  E  l a y e r  t r a c e  i s  n o t  v i s i b l e .  l t  i n c r e a s e s  t o  a b o u t  1 5 0
k m  n e a r  m i d n i g h t ,  a n d  r e m a i n s  a t  t h i s  v a l u e  u n t i i  s h o r t l y  b e f o r e  s u n n i s e .  R e s u l t s  g i v e  a  r e a s o n a b l y
c o n t i n u o u s  a n d  c o n s i s t e n t  s e q u e n c e  o f  p r o f i l e s ,  w i t h  a n  i p p r o x i m a t e ' l y  c o r r e c t  a l l o w i n c e  f o r  m e a n
c h a n g e s - i n  t h e  n i g h t  E  r e g i o n .  T h e  n e c o m m e n d e d  v a l u e s  o f  h ,  w e r e ,  h o w e v e r ,  b a s e d  o n  c o m p a r r s o n s
w j t h  a  f a i r l y  s m a l l  n u m b e r  o f  p r o f i l e s  o b t a i n e d  u s i n g  g o o d  o i d i n a . y  a n d  e x t r a o r d i n a r " y - r a y  t r a c e s ;p r i m a r i l y  t h e  m e a n  n i g h t - t i m e  s e q u e n c e  f o r  S l o u g h  a e i c i i U e C  i n  T i t " h e r i d g e  ( 1 9 5 9 ; ) .  

"

.  I ' l c N a m a r a  ( 1 9 7 9 )  h a s  c o n s i d e r e d  t h i s  p r o b l e m  u s i n g  t h e  c o l l e c t i o n  o f  a b o u t  1 0 0  e x p e r i m e n t a l
n i g h t - t i m e  p r o f i l e s ,  f o r  h e i g h t s  f r o m  a b o u t  B O  t o  2 B O - k m ,  g i v e n  b y  K n i g h t  ( l g 7 Z ) .  H e ' g i v e s  s t a r t i n g
? : ] 1 t : . ^ ( f s ' r s J  

w h i c h  l i e  o n  t h e  m e a n  e l e c . t r o n  d e n s i t y  p r ; f i l e s ,  w i t h  h s  u q r i t  t o  o r  g r e a t e r
t n a n  1 5 u  k m .  l h u s  t h e y  m a k e  n o  a l l o w a n c e  f o r . i o n j s a t i o n  b e l o w  h r .  C o r r e d t i n g  f o r  t h i s  i f f e c t  g i v e s
t h e  c i r c l e s  p l o t t e d  i n  F i g .  4 .  T h e  z e n i t h  a n g l e  s c a l e ,  a t  t h e  t 6 p  o f  t h e  f i q i r e ,  c o r r e s p o n d s  e x a c i l y
t o  t h e  l o w e r  h o u r l y  s c a l e  a t  a  l a t i t u d e  o f  ! 8 6  ( a t  t h e  e q u i n o x e s ) ,  a n d  t h e  s i a l e i  a r e  a p p r o x . i m a t e l y  

-

c o r r e c t  f o r  a l l  l o w  a n d  m j d d l e  l a t i t u d e s .  T h e  d r o p  o f  6 0  k m  i n  h s  b e t w e e n  X  =  l O 0 .  a n d  X =
9 0 o  i s  s i m j l a r  t o  t h e  d r o p  o f  5 0  k m  i n  t h e  r e a l  h e i g h t  o f  t h e  F  r 6 g i o n  p r o f i l e  a t  F N  =  1 . 5  M H z .  T h e
r i s e  o f  

' l 5 0  
k m  j n  t h e  v a l u e  o f  h s  i n  t h e  t w o  h o u r s  a f t e r  s u n s e t  a i s o  r o u g h l y  p a r a l l e l s  t h e  r j s e  o f

3 0  k m  i n  t h e  r e a l  h e i g h t  a t  1 . 5  M H z .  l , l i t h  a  f i x e d  s t a r t i n g  f r e q u e n c y  f ,  o f  O . S  N H z  t h e  e x t e n t  o f
t h e  u n d e r l y i n g  " u n s e e n "  s e c t i o n  o f  t h e  c a l c u l a t e d  p r o f i l e s  i s  t h e r e f o r e  i o u g h l y  c o n s t a n t ,  i n  b o t h
h e i g h t  a n d  f r e q u e n c y  r a n g e ,  t h r o u g h o u t  t h e  n i g h t .  F i g u r e  4  i s  a l s o  i n  r e a s 6 n u L l .  u g . . . r . n t  w j t h  t h ep r e v i o u s l y  r e c o m m e n d e d  s t a r t i n g  p o i n t s  a t  0 . 5  M H z ,  o f  9 0  k m  d u r i n g  t h e  d a y  ( w h e n  t h 6  E  ) a y e r  i s
v i s i b l e ) ,  1 2 0  k m  a f t e r  s u n s e t  o r  b e f o r e  s u n r i s e ,  a n d  1 5 0  k m  n e a r  i i O n i g h t .

I t  i s  t h e r e f o r e  r e c o m m e n d e d  t h a t  s t a r t i n g  h e i g h t s  f r o m  F i g .  4  b e  u s e d  f o r  t h e  a n a l y s i s  o f
n i g h t - t i m e  i o n o g r a m s  j n  t h e  a b s e n c e  o f  e x t r a o i d i n a i y - r a y  d a t a .  I n  t h e  p r o g r a m  p 0 L A N  t h i s  . i s  a c h i e v e d
b y  s e t t i n g  t h e  p a r a m e t e r  S T A R T  e q u a l  t o  t h e  h e i g h t  r e a d  f r o m  F i g .  4 ,  a t .  t h 6  a p p r o p r i a t e  h o u r  T .  W h e n
t h e  d a y - t i m e  E  l a y e r  t r a c e  c a n  b e  s c a l e d ,  S T A R T - i s  e q u a l  t o  a b o i t  9 0  k m  a s  s t r b i ^ r n  b y  t h e  s t r a i g h t  l j n e sf o r  s u m m e r  a n d  w i n t e r  i n  F i g .  4 .  T h e s e  l i n e s  c o r r e s p o n d  t o  t h e  h e i g h t s  o f  T a b l e  4 ( b ) .  T h e  a 6 r u p t
d e c r e a s e  j n  h ,  _ w h e n  t h e  E  l a y e r  t r a c e  d i s a p p e a r s  a t  s u n s e t  c o u n t e r a c t s  t h e  e f f e c t  o f  t h e  s u d d e n
l n c r e a s e  l n  t n e  l o w e s t  m e a s u r e d  v i r t u a l  h e i g h t ,  a n d  s o  h e l p s  t o  m a i n t a . i n  r e a s o n a b l e  c o n t i n u i t y . i n  t h e
c a l c u l a t e d  h e i g h t s  o f  t h e  F  l a y e r .
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7. VALLEY PROCEDURES FOR THE ORDINARY RIIY

7 . 1  0 u t l i n e

W h e r e  t h e  v i r t u a l - h e i g h t  t r a c e  o n  a n  i o n o g r a m  i s  d i s c o n t i n u o u s  w e  h a v e  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  a
n o n - m o n o t o n i c  N ( h )  p r o f i l e .  T h i s  p r o b l e m  a r i s e s  p r i m a r i l y  i n  t h e  a n a l y s i s  o f  d a y t i m e  i o n o g r a m s ,  w h e n
a  v a 1 l e y  o r  d e c r e a s e  i n  e l e c t r o n  d e n s i t y  c o m m o n l y  o c c u r s  b e t w e e n  t h e  E  a n d  F  l a y e r s .  U n c e r t a i n t y  a s
t o  h o w  t h i s  " u n s e e n "  r e g i o n  s h o u . l d  b e s t  b e  t r e a t e d ,  i n  r o u t i n e  i o n o g r a m  a n a l y s i s ,  h a s  c a u s e d  m o s t
w o r k e r s  t o  i g n o r e  t h e  p r o b l e m .  T h u s  m o s t  o f  t h e  p r o f i l e s  w h i c h  h a v e  b e e n  c a l c u l a t e d  t o  d a t e  g i v e  t h e
m o n o t o n i c  r e a l  h e i g h t  w h i c h  s a t i s f i e s  t h e  o r d i n a r y - r a y  v i r t u a l - h e i g h t  d a t a .  T h i s  p r o c e d u r e  h a s  t h e
m e r i t  o f  b e i n g  s t r a i g h t f o r w a r d  a n d  w e l l - d e f i n e d .  I t  h a s  t h e  f a u l t  o f  p r o d u c i n g  a n  a n s w e r  w h i c h  i s  a n
e x t r e m e  c a s e  -  t h e  l o w e r  l i m i t  t o  t h e  r a n g e  o f  p o s s i b l e  p r o f i l e s  -  a n d  s o  i s  a l w a y s  t o o  l o w .  U s i n g
P 0 L A N ,  t h e  m o n o t o n i c  p r o f i l e  c a n  b e  o b t a i n e d  b y  s e t t i n g  t h e  p a r a m e t e r  V A L L E Y  e q u a l  t o  1 0 . 0  ( a s  i n
S e c t i o n  7 . 4 ) .

T h e r e  i s  n o t  a n d  c a n n o t  b e  a n y  p u r e l y  m a t h e m a t i c a l  p r o c e d u r e  f o r  d e t e r m i n i n g  t h e  " c o r r e c t "

p r o f i l e  f r o m  t h e  r a n g e  o f  p o s s i b l e  s o l u t i o n s ,  u s i n g  t h e  o r d i n a r y  r a y  o n 1 y .  T h u s  c u r v e s  a ,  b ,  a n d  c  i n
F i g .  5  g i v e  r e a l  h e i g h t s  f o r  t h e  l o w e r  F  r e g i o n  w h i c h  v a r y  o v e r  a  r a n g e  o f  1 0 0  k m .  A l l  t h r e e  c u r v e s
a g r e e  e x a c t l y  w i t h  t h e  g i v e n  v i r t u a l - h e i g h t  c u r v e  a n d  s o  a r e  e q u a l l y  v a l i d  m a t h e m a t i c a l  s o l u t i o n s .
T h e  f u l l  r a n g e  o f  p o s s i b l e  r e a l - h e i g h t  c u r v e s  e x t e n d s  f r o m  t h e  m o n o t o n i c  ( n o  v a l l e y )  s o l u t i o n  t o  t h e
l a r g e s t  v a l l e y  w h i c h  i s  c o n s i s t e n t  w i t h  a  p o s i t i v e  v a l u e  o f  d N / d h  a t  t h e  b a s e  o f  t h e  u p p e r  l a y e r .
S e l e c t i o n  b e t w e e n  d i f f e r e n t  s o l u t i o n s  m u s t  b e  b a s e d  p u r e l y  o n  p h y s i c a l  g r o u n d s ,  h a v i n g  r e g a r d  t o  t h e
r e a s o n a b l e n e s s  o r  p h y s i c a l  l i k e l i n e s s  o f  d i f f e r e n t  t y p e s  o f  p r o f i l e .  T o  a l l o w  m e a n i n g f u l  c o m p a r i s o n
o f  r e s u l t s ,  t h e  s e l e c t i o n  s h o u l d  f o l l o w  s o m e  c o n s i s t e n t  p r o c e d u r e .

W h e n  s u i t a b l e  e x t r a o r d i n a r y - r a y  d a t a  a r e  a v a i l a b l e ,  s o m e  i n f o r m a t i o n  c a n  b e  o b t a i n e d  a b o u t  t h e
v a l l e y  r e g i o n .  A t  b e s t  t w o  p a r a m e t e r s  c a n  b e  e s t i m a t e d ,  r e l a t i n g  b a s i c a l l y  t o  t h e  o v e r a l l  w i d t h  o f
t h e  v a l l e y  a n d  t o  t h e  r e l a t i v e  a m o u n t  o f  h i g h  d e n s i t y  i o n j s a t i o n  ( S e c t i o n  9 . 1  a n d  A p p e n d i x  B . 2 ) .  I n
m o s t  c a s e s  o n l y  o n e  p a r a m e t e r  c a n  b e  r e l i a b l y  d e t e r m i n e d .  l , , l e  t h e n  u s e  s o m e  m o d e l  f o r  t h e  s h a p e  o f
t h e  v a l l e y ,  t o  g i v e  s u i t a b l e  p r o p o r t i o n s  o f  h i g h  a n d  l o w  d e n s i t y  i o n i s a t i o n ,  a n d  d e t e r m i n e  t h e  s i n g l e
v a l  1 e y - w i d t h  p a r a m e t e r  V W I D T H .

O r d i n a r y - r a y  c a l c u l a t i o n s  u s e  a  s i m i l a r  a p p r o a c h .  A  s t a n d a r d  v a l l e y  s h a p e  i s  d e f i n e d  a s  i n
S e c t i o n  7 . 2 .  T h i s  h a s  p h y s i c a l l y  r e a s o n a b l e  v a l u e s  f o r  t h e  d e c r e a s e  o f  F N  a b o v e  t h e  p e a k  o f  t h e  l o w e r
l a y e r ,  f o r  t h e  m e a n  d e p t h  o f  t h e  v a l ) e y ,  a n d  f o r  t h e  g r a d i e n t  d h l d F N  a t  t h e  t o p  o f  t h e  v a l l e y  r e g i o n .
T h e  v a l l e y  p r o b l e m  t h e n  r e d u c e s  t o  t h e  c h o i c e  o f  a  s u i t a b l e  v a l u e  f o r  V l . l I D T H .  T h i s  c a n  b e  s p e c i f i e d
d i r e c t l y ,  f o r  a n  i n d i v i d u a l  p r o f i l e  o r  f o r  a  w h o l e  r u n ,  b y  a p p r o p r i a t e  c h o i c e  o f  t h e  p a r a m e t e r  V A L L E Y
i n  P 0 L A N .  U p p e r  a n d  l o w e r  l i m i t  p r o f i l e s  c a n  a l s o  b e  o b t a i n e d  a s  d e s c r i b e d  i n  S e c t i o n  7 . 4 .  F o r  m o s t
w o r k ,  h o w e v e r ,  i t  s e e m s  p r e f e r a b l e  t o  o b t a j n  V W I D T H  b y  i n c l u d i n g  p h y s i c a l l y - d e s i r a b l e  c o n d i t i o n s  a s
p a r t  o f  t h e  l e a s t - s q u a r e s  a n a l y s i s .  T h i s  s e e m s  t h e  b e s t  g e n e r a l  a p p r o a c h ,  a n d  p e r h a p s  t h e  o n l y
f e a s i b l e  o r  u s e f u l  o n e ,  f o r  s e l e c t i n g  b e t w e e n  t h e  w i d e  r a n g e  o f  p o s s i b l e  v a l l e y  p r o f i l e s  i n  t h e
a b s e n c e  o f  e x t r a o r d i n a r y - r a y  d a t a .

T h e  c o n s t r u c t i o n  o f  P 0 L A N  m a k e s  d i r e c t  i n c o r p o r a t i o n  o f  c o n s t r a i n t s  o n  t h e  r e a l - h e i g h t  p r o f i l e  n o
m o r e  d i f f i c u l t  t h a n  t h e  u s e  o f  s t a n d a r d  v i r t u a l - h e i g h t  d a t a .  A n y  n u m b e r  o f  c o n s t r a i n t s  c a n  b e  u s e d ,
a s  n e c e s s a r y  c o n d j t i o n s  o r  a s  d e s i r a b l e  a t t r i b u t e s  o f  t h e  p r o f i l e .  N e c e s s a r y  c o n d i t i o n s  s p e c i f y
l i m j t s  o n  t h e  a l l o w a b l e  r a n g e  f o r  o n e  o r  m o r e  o f  t h e  r e a l - h e i g h t  p a r a m e t e r s  q ;  t h e s e  c o n d i t i o n s  a r e
d e s c r i b e d  i n  S e c t i o n  7 . 3 . 3  a n d  a r e  i m p o s e d  a f t e r  t h e  n o r m a l  s o l u t i o n  o f  t h e  v i r t u a l - h e i g h t  e q u a t i o n s .
D e s i r a b l e  a t t r i b u t e s  a r e  i n c l u d e d  d i r e c t l y ,  w i t h  s o m e  a p p r o p r i a t e  w e i g h t ,  i n  t h e  s e t  o f  e q u a t i o n s  f o r
t h e  I  e a s t - s q u a r e s  s o l  u t i  o n .

S e c t i o n  7 . 3 . 2  d e s c r i b e s  t h e  p h y s i c a l  c o n s t r a i n t s  u s e d  i n  P 0 L A N  f o r  v a 1 1 e y  c a l c u l a t i o n s .
T h e  f i r s t  c o n s t r a i n t  r e q u i r e s  t h e  v a l l e y  w i d t h  t o  b e  a b o u t  t w i c e  t h e  n e u t r a l  s c a l e  h e i g h t ;  t h i s
c o n d i t i o n  i s  g i v e n  a  w e i g h t  s u c h  t h a t  i t  s t r o n g l y  i n f l u e n c e s  t h e  c a l c u l a t i o n  o f  V W I D T H ,  b u t  d o e s  n o t
p r e d e t e r m i n e  i t .  F u r t h e r  e q u a t i o n s ,  w i t h  s m a l l e r  w e i g h t s ,  r e q u i r e  a  s m o o t h  t r a n s ' i t i o n  f r o m  t h e  v a l l e y
r e g i o n  t o  t h e  f o l l o w i n g  p r o f i l e .  A l l  e q u a t i o n s  a r e  c o m b i n e d  i n  t h e  n o r m a l  ( d e f a u l t )  v a l l e y  p r o c e d u r e
t o  d e t e r m i n e  V l l l D T H .  D i f f e r e n t  v a 1 1 e y s ,  a n d  u p p e r  o r  l o w e r  l i r n i t  p r o f i l e s ,  c a n  a l s o  b e  o b t a i n e d  u s i n g
a  n o n - z e r o  v a l u e  o f  t h e  i n o u t  o a r a r n e t e r  V A L L E Y  a s  d e s c r i b e d  i n  S e c t i o n  7 . 4 .

7 .2  The Standard  Va l ley

T h e  v e r t i c a l  s c a l e  o f  a n  e l e c t r o n  d e n s i t y  p r o f i l e  i s  g o v e r n e d  p r i m a r i l y  b y  t h e  l o c a l  s c a l e  h e i g h t
S H A  o f  t h e  n e u t r a l  a t m o s p h e r e .  T h u s  f o r  b o t h  E  a n d  F  l a y e r s  t h e  p e a k  t h i c k n e s s  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e
s c a l e  h e i g h t  o f  n e u t r a l  g a s e s  w h i c h  g o v e r n  t h e  h e i g h t  v a r i a t i o n s  o f  p r o d u c t i o n ,  l o s s  a n d  d i f f u s i o n
( e . 9 .  T i t h e r i d g e ,  1 9 7 3 ) .  T h e  v e r t i c a l  s e p a r a t i o n  o f  t h e  E  a n d  F  l a y e r s ,  a n d  t h e  w i d t h  o f  t h e  v a l l e y
b e t w e e n  t h e m ,  w i l l  a l s o  ( i n  t h e  i d e a l i s e d  c a s e )  b e  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  m e a n  s c a l e  h e i g h t  o f  t h e
n e u t r a l  g a s .
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Figure  6 .  The fo rm and no ta t ion  o f  the
s t a n d a r d  v a l  I  e y .

( t 2 )

( 1 3 )

fo r  t he  sca le

F i g u r e  5 .  S o m e  o f  t h e  i n f i n i t e  n u m b e r  o f
p o s s i b l e  r e a l - h e i g h t  p r o f i 1 e s  ( s o 1  i d
I  i n e s )  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  s a m e
v i r t u a l - h e i g h t  c u r v e  ( b r o k e n  l i n e s ) .

P 0 L A N  u s e s  a  m o d e l  a t m o s p h e r i c  s c a l e  h e i g h t  S H A  r e l a t e d  t o  t r u e  h e i g h t  h  b y

SHA = h /4  -  20  km.

T h e  v a l l e y  w i d t h  i s  t a k e n  a s

VWIDTH = 2SHA = HMAX/Z - 40 km

w h e r e  H M A X  i s  t h e  h e i g h t  o f . t h e  u n d e r l y i n g  p e a k .  T h e s e  r e l a t i o n s  g i v e  r e a s o n a b l e  v a l u e sh e i g h t  a n d  f o r  t h e  v a i l e y  w i d t h ,  i n  o o i r r  i i r b  r  a n a  F 1  r e g i o n s , - i s  s h o w n  b y  T a b l e  5 .

T a b l e  5 .  P a r a m e t e r s  f o r  t h e  s t a n d a r d  v a l l e y  d e f i n e d  b y  e q u a t i o n s  ( 1 2 )  t o  ( l a ) .

H e i g h t  o f  u n d e r l y i n g

l ' l o d e l  s c a l e  h e i g h t :

S t a n d a r d  V a l  l e y :

peak:  HMAX = 100 110 120

s H A  =  5  7 . 5  i 0

VWIDTH =  10  15  20
V D E P T H  =  0 .  0 3  0 . 0 5  0 .  0 B

160 180

20 25

40 50
0 . 2 1  0 . 2 9

200 km.

30  km.

60  km.
0 .  36  MHz .

-  T h e  s h a p e  o f  t h e  a s s u m e d  v a l l e y  i s  s h o w n  i n  F i g .  6 ,  T h e  p e a k  s e c t i o n  c a l c u l a t e d  f o r  t h e  l o w e r
l a y e r  i s  e x t r a p o l a t e d . u p w a r d s  t o  t h e  p o i n t  w h e r e  t h e  p l a s m a  f r e q u e n c y  d r o p s  t o  F C  -  V D E P T H .  T h e
s c a l e  h e i g h t  S H  u s e d  i n  t h i s  e x t r a p o ) a t i o n  i s  4 0 %  g r e a t e r  t h a n  t h e  v a l u e  c a l c u l a t e d  f o r  t h e  l o w e r  p a r t
o f  t h e  p e a k .  T h i s  m a k e s  a l l o w a n c e  f o r  t h e  n o r m a l  i n c r e a s e  i n  S H  w i t h  h e i g h t ,  a n d  g i v e s  a  s h a p e  w h i c h
c ) o s e l y  m a t c h e s  t h e  p e a k s  o b t a i n e d  w i t h  o v e r l a p p i n g  C h a p m a n  l a y e r s .  F r o m " t h e  t o p  6 f  t h e  p a r a b o l i c
s e c t i o n  t h e  e l e c t r o n  d g l g i t y  p r o f i l e  c o n s i s t s  o f  t w o ' l i n e a r  s e g m e n t s  r e a c h i n g  a  p l a s m a  f r e q u e n c y  F C
a t - a  h e i g h t  H M X  +  \ / I . l I D T H . - -  0 c c a s i o n a l l y  i n s e r t i o n  o f  t h i s  m 6 d e l  v a l l e y  w i i l  r ; s ; i t  i n  n e g a t i v e
v a l u e s  o f  t h e  g r a d i e n t  d h l D F N  j u s t  a b o v e  t h e  v a l l e y ;  t h e  v a l l e y  w i d t h  l s  t h e n  a u t o m a t i c a l i y  r e d u c e d ,
a s  d e s c r i b e d  i n  S e c t i o n  7 . 3 . 3 .
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R o c k e t  a n d  b a c k s c a t t e r  p r o f i l e s  j n d i c a t e  n e a r l y  f u l l  d a y t i m e  v a l l e y s  u n d e r  m o s t  c o n d i t i o n s .
T h e  d e f a u l t  d e p t h  f o r  t h e  s t a n d a r d  E / F  r e g i o n  v a 1 l e y  i s  t h e r e f o r e  t a k e n  a s  V D E P T H  =  0 . 0 5  M H z ,  a t
V l ^ i i D I H  =  2 0  k m .  T h e  m e a n  d e p t h  w i l l  v a r y  w i t h  t h e  v a l l e y  w i d t h ,  a s  i n  F i g .  7 .  W h e n  V W I D T H  b e c o m e s
s m a l l ,  t h e  a p p r o x i m a t e J y ^ p a r a b o l i c  p e a k  o f  t h e  u n d e r l y i n g  l a y e r  f o r c e s  V D E P T H  t o  d e c r e a s e  r a p i d l y ,
a p p r o x i m a t e l y  a s  V l . / I D T H Z .  F o r  l a r g e r  v a l l e y s  V D T P T H  w i l l  c h a n g e  m o r e  s l o w l y  w i t h  t h e  o v e r a l l
v a 1 1 e y  w i d t h ,  t o  a g r e e  w i t h  r o c k e t  a n d  b a c k s c a t t e r  r e s u l t s  ( s u m m a r i s e d  i n  L o b b  a n d  T i t h e r i d g e ,  I 9 7 7 a )
w h i c h  i n d i c a t e  a  m a x i m u m  d e p t h  o f  a b o u t  0 . 2 f o E .  W j d e s t  v a l l e y s  s h o u l d  s t i l l  b e  d e e p e s t  o n  t h e
a v e r a g e ,  h o w e v e r ,  o r  t h e  i r r e g u l a r  v a r i a t j o n s  s h o w n  b y  m o s t  d i r e c t  m e a s u r e m e n t s  i n  t h e  v a l l e y  r e g i o n
w o u l d  l e a d  t o  t h e  c o m m o n  a p p e a r a n c e  o f  i n t e r m e d i a t e  t r a c e s  o n  t h e  i o n o g r a m s .  V a l l e y  d e p t h  i s  v e r y
m u c h  l e s s  i m p o r t a n t  t h a n  v a l l e y  w i d t h  i n  o b t a i n i n g  c o r r e c t  h e i g h t s  f o r  t h e  F  r e g i o n  ( S e c t i o n  9 ) ,  s o
t h e  m o d e l  n e e d s  o n l y  a p p r o x i m a t e  v a l u e s  f o r  V D E P T H .

A t  s m a l l  v a l u e s  o f  v a l l e y  w i d t h ,  y D E P T H ' i s  m a d e  p r o p o r t i o n a l  t o  V t , / I D T H 2 .  T h i s  k e e p s  a n
a p p r o x i m a t e l y  c o n s t a n t  s h a p e  f o r  t h e  v a l l e y ,  w i t h  t h e  i n i t i a l  p a r a b o l i c  s e c t i o n  ( a  r a n g e  P A R H T  i n
F i g .  6 )  a  c o n s t a n t  f r a c t i o n  o f  t h e  t o t a l  w i d t h .  F o r  l a r g e r  v a l l e y s  t h e  d e p t h  i s  m a d e  p r o p o r t i o n a l
t o  w i d t h .  T h i s  i s  a c c o m o l i s h e d  u s i n o

V D E P T H  =  O , O O 8  U V I I D I H 7 / Q O  +  V W ] D T H ) ( 1 4 )

w h e r e  V | . l I D T H  i s  o b t a i n e d  f r o m  ( 1 3 ) .  V a ) 1 e y  c o n s t a n t s  c a l c u l a t e d  f r o m  ( 1 3 )  a n d  ( 1 4 )  a r e  s h o w n  i n
T a b l e  5 .  T h e  c o n s t a n t s  i n  ( 1 4 )  c a n  b e  c h a n g e d  i f  r e q u i r e d ,  a s  d e s c r i b e d  i n  S e c t i o n  9 . 4 .  T o  e n s u r e
t h a t  v a l l e y  d e p t h s  n e v e r  b e c o m e  i m p o s s i b l y  1 a r g e ,  t h e  a c t u a l  d e p t h  u s e d . i n  t h e  c a l c u l a t i o n s  i s
V D E P T H . F C l ( V D E P T H  +  F C )  w h e r e  F C  i s  t h e  c r i t i c a l  f r e q u e n c y  o f  t h e  u n d e r l y i n g  p e a k .  F o r  n o r m a l
v a l l e y s  w i t h  V D E P T H  m u c h  l e s s  t h a n  F C  t h i s  h a s  n o  s i g n i f i c a n t  e f f e c t .  I t  c a n  b e  i m p o r t a n t ,
h o w e v e r ,  u / h e n  a t t e m p t i n g  t o  c a l c u l a t e  t h e  v a l l e y  d e p t h  u s i n g  e x t r a o r d i n a r y - r a y  d a t a  ( S e c t i o n  9 . 3 ) .
T h e  c o n s t a n t s  i n  ( 1 4 )  c a n  b e  c h a n g e d  i f  r e q u i r e d ,  t o  u s e  d i f f e r e n t  v a l 1 e y  s h a p e s ,  a s  d e s c r i b e d  i n
S e c t i o n  7 . 4 .

7 . 3  A d d i t i o n  o f  P h y s i c a l  C o n s t r a i n t s

7 . 3 . 1  T h e  r e a l - h e i g h t  e q u a t i o n

T h r o u g h o u t  m o s t  o f  a  c a l c u l a t e d  p r o f i l e ,  e a c h  r e a l - h e i g h t  s e c t i o n  i s  d e f i n e d  b y  t h e  r e l a t i o n
N T

H  -  H A  
: i  

q :  ( F N  -  F A ) i

T h i s  g i v e s  a  p o l y n o m i a l  p a s s i n g  t h r o u g h  a  k n o r , / n  r e a l - h e i g h t  p o i n t  ( H A , F A ) .  T h e  c o e f f i c i e n t s  q i
a r e  o b t a i n e d  b y  s o l v i n g  a  n u m b e r  o f  v i r t u a l  a n d  r e a l - h e i g h t  e q u a t i o n s  a s  d e s c r i b e d  i n  S e c t i o n  5 . I .
F o r  g e n e r a l  s t a r t  o r  v a l l e y  c a l c u l a t i o n s  w e  d o  n o t  h a v e  a  k n o w n  s t a r t i n g  h e i g h t  f o r  t h e  p o l y n o m i a i
s e g m e n t ,  s o  a n  a d d i t i o n a l  ( c o n s t a n t )  t e r m  i s  i n c l u d e d  i n  t h e  r e a l - h e i g h t  e x p r e s s i o n  g i v i n g

N T
H  -  H A  =  

: i  
q :  ( F N  -  F A ) i  +  q ( J M )

w h e r e  J M  =  N T  +  1 .

T h e  t e r m  q ( i M )  g i v e s  a  c o n s t a n t  o f f s e t  t o  t h e  c a l c u l a t e d  r e a l  h e i g h t s .  T h i s  i s  n e g a t i v e
w h e n  u s e d  t o  a l l o w  f o r  a  s t a r t i n g  c o r r e c t i o n  ( S e c t i o n  B ) ,  a n d  p o s i t i v e  t o  a l l o w  f o r  a  v a l l e y  a b o v e
t h e  p e a k  o f  a  1 a y e r .  T h e  c o n s t a n t  t e r m  i s  a d d e d  a t  t h e  e n d  o f  t h e  r e a l - h e i q h t  e x p r e s s i o n  s o  t h a t

( a )  t h e  f o r m  o f  t h e  f i r s t  N T  t e r m s  i s  u n c h a n g e d ;

( b )  t h e  v a l u e  o f  q ( J M )  c a n  b e  a d j u s t e d  r e a d i l y  a f t e r  t h e  i n i t i a l  s o l u t i o n ,  w i t h o u t  a f f e c t i n g  a n y
o t h e r  c o n s t r a j n t s  w h i c h  m a y  h a v e  b e e n  a d d e d ;  a n d

( c )  o t h e r  c o n s t r a i n t s  w h i c h  m a y  b e  a p p l i e d  a f t e r  t h e  i n i t i a l  s o l u t i o n  ( S e c t i o n  7 . 3 . 3 )  w i l l  o v e r - r  i d e
a  p r e v i o u s  d e f i n i t i o n  o f  q ( J M ) .

T h e  v a l u e s  o f  q i  ( i  =  1  t o  J M )  a r e  o b t a i n e d  b y  s o l v i n g  t h e  s e t  o f  s i m u l t a n e o u s  e q u a t i o n s
s t o r e d . i n  t h e  m a t r i x  B  o f  S e c t i o n  4 . 2 .  T h e  e q u a t i o n s  a r e  s p e C i f i e d  b y  c o e f f i c i e n t s  B ( i , j )  w h e r e
i  =  1  t o  M  a n d  j  =  1  t o  J M + 1 ;  t h e  t e r m s  B ( i , J M + l )  c o n t a i n  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e s  o f  t h e  e q u a t i o n s
( 7 ) ,  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  l e f t  s i d e  o f  e q u a t i o n  ( i 5 ) .  T h e  M  r o w s  o f  c o e f f i c i e n t s  a r e  c a l c u l a t e d
b y  a  s u b r o u t i n e  C O E F I C  ( A p p e n d i x  D . 1 )  w h i c h  a l s o  s e t s  f o l l o w i n g  r o w s  o f  B  t o  z e r o .  A n y  r e q u i r e d
c o n s t r a i n t s  c a n  b e  s p e c i f i e d  i n  t h e s e  f o l l o w i n g  r o w s ,  a n d  t h e  v a l u e  o f  M  i n c r e m e n t e d  b y  t h e  n u m b e r
o f  a d d e d  c o n s t r a i n t s .  T h e  s u b r o u t i n e  S 0 L V E  t h e n  c a l c u l a t e s  t h e  c o e f f i c i e n t s  q i  i n  ( 1 2 )  a s  a
l e a s t - s q u a r e s  s o l u t i o n  o f  t h e  1 4  s i m u l t a n e o u s  e q u a t i o n s ,  i n c l u d i n g  t h e  a d d e d  c o n s t i a i n t s .

( 1 5 )
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/  . 3 . 2  A , l d e d  v . . r  l l e y  e q u a l i o n s

P h . y : t c a 1 1 y  d e s i r a b l e  f e a t u r e s  o f  t h e  v a 1 1 e y  r e g i o n ,  a n d  o f  i t s  r e l a t i o n  t o  o t h e r  p a r t s  o i
I h e  p r o f i l e ,  a r e  e x p r e s s e d  a n a l y t i c a l l y  a n d  i n c l u d e d  w i t h  t h e  v i r  t u a l - h e i q h t  e o u a i . i o n s  i n  i h e
l i r d s t - * s r l i r a r e s  s o l u t i o n .  T h e s e  a d d e d  e q u a t i o n s  r e l a t e  t h e  r e a l - h e i g h t  c o e i f i c i e n t s  q ( j )  t o  t l - r € l
: ; L a r t d a r o  v a l l e v  p a r a m e t e r s  V | ^ / I D T H  a n d  V D E P T H .  P 0 L A l l  c u r r e n t l y  a d d s  4  e q u a t i o n s  o f  t h j s  s c r t
f o r  o r d i n a . y - r a y  v a i l e y  c a l c u i a t i o n s ,  r e p r e s e n t i n g  t h e  f o l l o w i n q  t h r e e  c o n d i t j o n s :

' " )  l ' *  r o l l e y  w i d t h .

I h r :  o v e r a l l  w i d t h  o f  t h e  s t a n d a r d  v a l  l e y  i n  F i g .  6  i s  V i ^ / i D T H  =  q ( J 1 , 1 )  +  P A R f l T .  T h e  p a i a b o l i c
d i s t a n c e  P A R H T  i s  c a l c u l a t e d  f r o m  t h e  v a l u e  o f  V D E P T H  a n d  t h e  s c a l e  h e i g h t  o f  t h e  u n d e r i y i n g  p e a k ,
a s  i n  S e r : t i o n  7 . 2 .  T h e  v a l l e y - w i d t h  e q u a t i o n  a d d e d  t o  t h e  s e t  o f  s i m u l t a n e o u s  l i n e a r  e q r r a t i o n i  j s
t n e n :

q ( J M ) V| ,J IDTH -  PARHT ( 1 6 )

l i l t :  e . l i r r r t i u n  h a s  a  r r e i q h t -  1 . 0 ,  a s  f o r  t h e  v i r t u a l - h e i g h t  d a t a  p o i n t s ,  s o  t h e  e q u a l t t y  i s  i n o j c a i e d
b u t  n o t  r n f o r c e d  i n  t h e  l e a s t - s q u a r e s  s o ' l u t i o n .  T h e  w e i g h t  i s  i n c r e d s e c i  t o  1 0 0  w h e n  t h e  p a r a r n e t e r
v A L L E Y  ( o r  i i V A L ,  S e c t j o n  7 . 4 )  i s  l e s s  t h a n  - 2 . 0 ,  i n d i c a t i n g  t h a t  a  s p e c i f i c  v a l l e . y  w i d t h  i s  r e q u i r e r l .
| r J h e n  e x L r a o t " d i n a r y - r a y  d a t a  a r e  u s e d  t o  d e t e r m i n e  t h e  v a ' l  l e y  v r i d t h ,  a s  i n  S e r - t i o n  9 ,  t h e  w e r o h t  g t v e n
1 . o  i . h e  c o n d i t i o n  (  1 6 )  i s  r e d u c e d  t o  0 . 0 4 .

( b )  G r a d r ' e n t  c o n t . i n u i t y

| , / i t h  a  r e a s o n a b l y  r e a l i s t i c  m o d e l  f o r  t h e  v a r i a t i o n  o f  e l e c t r o n  d e n s i t y  w i t h  h e i g h t  i n  t h e
v a l l e y  r e g i o n ,  w e  e x p e c t  a  r e a s o n a b l e  m a t c h  b e t w e e n  t h e  g r a d i e n t  a t  t h e  t o p  o f  t h e  v a i l e y  a n d  t n e
l n i t l q f . r e a l - h e i g h t  s l o p e  q ( 1 ) ,  a t  t h e  p o i n t  D  i n  F i g .  6 .  A n  e x a c t  m a t c h  i s  o b t a i n e d  j f  q ( 1 )  =
0 . 4 q ( , l l ' 1 ) / V D E P f H ,  s i n c e  t h e  s e c t i o n  C D  c o v e r s  a  r a n g e  o f  0 . a q ( J M )  i n  h e i g h t  a n d  V D E P T ;  i n
f r e q u e n c y .  T h e r e  j s  n o n m a l l y  s o m e  n e g a t i v e  c u r v a t u r e  o f  t h e  r e a l - h e i g h t  p r o f i l e  i n  t h i s  r e g i o n ,
s o  f h e  r e l a t . i o n  u s e d  i n  P 0 L A N  i s  q ( 1 )  =  0 . 2 5 q ( J M ) / V D E p T H .  U s . i n g  a  w e i q n t  o f  0 . 4 ?  f o r  t n e
l e a s t - s q u a r e s  s o l u t i o n ,  t h e  a d d e d  e q u a t i o n  b e c o m e s :

0 . a q ( 1 )  -  0 . 1 q ( J M ) / V D E P T H  =  0 (  1 7  )

( c )  P r r ; f i l e  s m o o t h n e s s

i m p l a u s i b ) e  F , / F  v a l l e y s  c a n  r e q u i r e  r a p i d  c h a n g e s  i n  d h l d F N ,  a t  t h e  b o L t o m  o f  t h e  F  1 a y e r ,
! 9 , J l u .  a g r e e m e n L  w j t h  o b s e r v e d  v i r t u a l - h e i g h t  c u r v e s .  T h e  t r u e  p r o f i l e  i s  u n i j k e l y  t o  h a v e  l a r g e
f l u c t u a t - i n g  g r a d i e n t s  i n  t h i s  r e g i o n ,  w h e r e  t h e  s c a l e  h e i g h t  i s  r e a s o n a b l y  i a r g e  a n d  t h e  e l e c t r o n
d e n s i t y  i s  i n c r e a s i n g  r a p i d l y .  T h u s  w e  w o u l d  l i k e  t h e  i n i t i a l  r e a i - h e i g h t  s e c i j o n  a b o v e  a  v a l l e y
1 - r r  b e  r e p r e s e n t e d  b y  t h e  l o w e s t  o r d e r  o f  p o l y n o m i a l  w h i c h  g i v e s  r e a s o n a b l e  a g n e e m e n t  w i t h  o b s e r v e d
v i r t u a l  h e i g h t s .  L i n e a r  a n d  p a r a b o l i c  s e c t i o n s  a r e  n o t  s u f f i c i e n t l y  f l e x i b l e  i n  g e n e r a l  f o r
r e l i a b l e  r e s u l t s .  W h e n  f o u r  o r  m o r e  t e n m s  a r e  u s e d  i n  t h e  r e a l - h e i g h t  p o l y n o m i a i l  t h e  p r e f e r e n c e
i o r  a  l o w - o n d e r  r e p r e s e n t a t i o n  i n  ( 1 5 )  i s  e x p r e s s e d  b y  t h e  r e l a t i o n

( 1 B a )

( 1 B b )

/ . 3 . 3  L i m i t i n g  c o n s t r a i n t s

A f t - e r  t h e  v a l l e y  c a l c u l a t i o n ,  r e s u l t s  a r e  c h e c k e d  t o  e n s u r e  t h a t  p r o f i l e  p a r a n e t e r s  a r e  w i t h i n
p h y s i c a l l y  r e a s o n a b l e  I i m . i t s .  U n a c c e p t a b l e  p a r a m e t e r s  a r e  f i x e d  a t  t h e  l i m ' i t i n q  v a l u e ,  a n d  t h e  o t h e r
p a r a m e t e r s  a d j u s t e d  t o  o b t a i n  a  n e w  l e a s t - s q u a r e s  s o l u t i o n  ( u s i n g  t h e  s u b r o u i j n e s  A D , l U S l  a n d  S 0 L V E )
L i n l i t s  a r e  i m p o s e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  o r d e r :

( a )  F - r e g . i  o n  g r a d i e n t

T h e  g r a d i e n t  d h l d F N  o f  t h e  r e a l - h e i g h t  p r o f i l e  i s  l a r g e  a t  t h e  t o p  o f  a  v a 1 1 e y  ( t h e  p o i n t
I  i n  F j g .  7 ) .  T h i s  i s  p a r t l y  a  c o n s e q u e n c e  o f  f a i r l y  s h a l l o w  v a l l e y s .  E x a m i n a t j o n  o f  t h e o r e t i c a l
a n d  e x p e r i n e n t a l  p r o f i l e s  s u g g e s t s  d h l d F N , ; 1 0  k m / M H z  a t  a l l  t i m e s ,  a n d  d h l d F N  .  ? O  k n / N l z
n e a r l y  a l w a v s .

0 . 5 q ( N T )  =  0 .

l l i t h  h i g h e r  o r d e r  m e t h o d s ,  u s i n g  N T  >  4 ,  P 0 L A N  a d d s  i n  a d d i t i o n  t h e  r e l a t i o n

0 . 1 5 q ( N T - 1 )  =  0 .

l h e  e f f e c t i v e  w e i g h t s  o f  0 . 5 2  a n d  0 . 1 5 2  g i v e n  t o  t h e s e  r e l a t i o n s  e x p r e s s  a  d e s j r a b l e  t e n d e n c y
r a t . h e r  t h a n  a  r e q u i  r e m e n t .
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F  r  e q  u  e  n c  y  u F , z

F i g u r e  7 .  P r o f i l e s  f o r m e d  b y  t h e  s u p e r -
p o s i t i o n  o f  a  C h a p m a n  E  l a y e r ,  w i t h  H M A X
=  1 1 0  k m .  S H  =  1 0  k m  a n d  F C  =  3 . 0  M H z ,
a n d  a  C h a p m a n  F l  l a y e r  w i t h  S f i  =  2 0  k m .

L
F r e q u e n c y .  M H z

F i g u r e  8 -  D u a l - C h a p m a n  p r o f i l e s  f o r  c o n d i t i o n s  n e a r
s u n r i s e  o r  s u n s e t  ( V C 1 ) ,  a n d  n e a r  n o o n  ( V C z ) .
B r o k e n  I  i n e s  g i v e  t h e  p r o f i l e  c a l c u l a t e d  b y  P 0 L A N
a t  a  d i p  a n g l e  o f  5 0 ' ,  u s i n g  t h e  s t a n d a r d  v a l l e y
( H V A L = 0  o r  1 ) .  U p p e r  a n d  l o w e r  l i m i t  c a l c u l a t i o n s
( o b t a i n e d  w i t h  H V A L =  5  o r  1 0  r e s p e c t i v e l y )  a r e
s h o w n  b y  d o t t e d  a n d  c h a i n  l i n e s .

3 0 3 5
P l c s m 0

1 , 0  r .

A n  a b s o l u t e  m i n i m u m  s l o p e  c a n  b e  c a l c u l a t e d  d i r e c t l y .  F o r  a  g i v e n  v a l l e y  s i z e  t h e  g r a d i e n t  i s
l e a s t  w h e n  t h e  r a t i o  o f  s c a l e  h e i g h t s  f o r  t h e  u p p e r  a n d  l o w e r  l a y e r s  i s  l e a s t .  F o r  t h e  F 1  a n d  E
l a y e r s ,  c o n s i s t i n g  o f  0 +  a n d  0 2 +  i o n s  r e s p e c t i v e l y ,  t h e  s c a l e  h e i g h t s  h a v e  a  r a t i o  o f  2 : 1  f o r
i s o t h e r m a l  c o n d i t i o n s ;  i n  f a c t  t h e  t e m p e r a t u r e  i n c r e a s e s  w i t h  h e i g h t  s o  t h e  s c a l e  h e i g h t  r a t i o  w i l l
a l w a y s  e x c e e d  2 : 1 .  U s i n g  S H  =  1 0  k m  f o r  * " h e  u p p e r  E  r e g i o n ,  t h e  s m a l l e s t  s c a l e  h e i g h t  f o r  t h e  F 1
l a y e r  i s  2 0  k m .  | . l i t h  t h i s  v a l u e ,  v a r y i n g  t h e  h e i g h t  o f  t h e  F  r e g i o n  p e a k  g i v e s  t h e  f a m i l y  o f  v a l l e y s
s h o w n  i n  F i g .  7 .  T h e s e  a r e  c a l c u l a t e d  f o r  f o E / f o F l  =  0 . 6 6  s i n c e  m i n i m u m  g r a d i e n t s  a r e  o b t a i n e d  n e a r
t h i s  ( m i n i m u m )  c o n d i t i o n .  C u r v e s  A ,  B  a n d  C  i n  F i g .  7  h a v e  g r a d i e n t s  d h l d F N  o f  5 6 ,  1 7  a n d  1 i . 5  k m , / M H z
r e s p e c t i v e l y ,  a t  t h e  p o i n t s  T .  T h e  l a s t  f i g u r e  i s  f o r  a  v a l 1 e y  w i d t h  o f  3 9  k m ,  a n d  a n  u n r e a s o n a b l y
l a r g e  d e p t h  o f  0 . 7 7  ( d u e  t o  t h e  n e g l e c t  o f  o t h e n  i o n i s i n g  p r o c e s s e s  i n  t h e  v a l l e y  r e g i o n ) .

T h e  s i x  m o d e l  t e s t  p r o f i l e s  u s e d  b y  U R S j  l ^ 1 . G .  G / 6 / 2  ( M c N a m a r a  a n d  T i t h e r i d g e ,  1 9 7 7 )  h a v e
g r a d i e n t s  a t  t h e  t o p  o f  t h e  v a l l e y  e q u a i  t o  i 0 0 ,  9 0 ,  7 0 ,  6 2 ,  4 I  a n d  1 9  k n / l 4 H z .  T h e  l a s t  v a l u e
c o r r e s p o n d s  t o  a n  o v e r l a p p i n g - C h a p m a n  m o d e l  w i t h  a  l a r g e  v a 1 1 e y  d e p t h  o f  0 . B B  M H z .  T h e  c o n d i t i o n
d h l d F N  >  1 5  k m / M H z  t h e r e f o r e  s e e m s  a  r e a s o n a b l e  r e q u i r e m e n t  a t  t h e  t o p  o f  t h e  E / F l  v a l l e y .  F o r  a n
F 1 / F 2  v a l l e y  t h e  s l o p e  w i l l  b e  c o n s i d e r a b l y  g r e a t e r .  F o r  v a l l e y s  w i t h i n  t h e  E  r e g i o n  t h e  s l o p e s
m a y  b e  l e s s .  T h e  l o c a l  s c a l e  h e i g h t  S H A  ( S e c t i o n  7 . 2 )  t s  t h e r e f o r e  t a k e n  a s  t h e  l o w e r  l i m i t  f o r
t h e  v a l u e  o f  d h l d F N  a b o v e  a  v a 1 1 e y .  A t  h e i g h t s  o f  1 2 0 ,  1 4 0 ,  1 6 0  a n d  i B O  k m  t h i s  g i v e s  m i n i m u m
g r a d i e n t s  o f  1 0 ,  i 5 ,  2 0  a n d  2 5  k n / l 4 1 z  r e s p e c t i v e l y .

V a l u e s  o f  d h l d F N  b e c o m e  t o o  s m a l l  w h e n  t h e  c a l c u l a t e d  v a 1 1 e y  i s  t o o  w i d e .  A f t e r  e a c h  v a 1 l e y
c a l c u l a t i o n  i n  P 0 L A N ,  r e s u l t s  a r e  c h e c k e d  t o  s e e  i f  t h e  g r a d i e n t  t e r m  q i  i s  g r e a t e r  t h a n  S H A .
I f  n o t ,  t h e  e q u a t i o n  1 0 q 1  =  1 0 S H A  i s  a d d e d .  T h e  n e w  l e a s t - s q u a r e s  s o l u t i o n  t h e n  h a s  a  g r a d i e n t
q 1  =  

9 ! A i  a  d e c r e a s e d  c u r v a t u r e  t e r m  q 2 ;  a n d  a  d e c r e a s e d  v a 1 1 e y  w i d t h  p a r a m e t e r  q ( J M ) .  q 2
a n d  q ( J M )  a r e  f u r t h e r  c h e c k e d  a s  i n  ( b )  a n d  ( c )  b e l o w .  T h e  a l t e r e d  v a l l e y  w i d t h  i s  t h e n  u s e d  [ o
c a l c u l a t e  a  n e w  v a l u e  f o r  t h e  v a l l e y  d e p t h ,  a n d  t h e  c o i r p l e t e  c a l c u l a t i o n  i s  r e p e a t e d  o n c e  ( a s  i n
S e c t i o n  7 . 3 . 4 ) .
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( b )  F - r e g i o n  c u r v a t u r e .

T h e  c u r v a t u r e  o f  t h e  r e a l - h e i g h t  p r o f i l e  a t  t h e  t o p  o f  t h e  v a l l e y  r e g i o n  i s  n e g a t i v e  f q r
p h y s i c a l l y  r e a s o n a b l e  p r o f i l e s .  F o r  t h e  p r o f i l e l  A ,  B  a n d  C  o f  F i g .  7  t f r e  v a l u 6 s  o f  a ? n / a f n ?
a t  t h e  p o i n t  T  a r e  - 6 4 0 ,  - 2 . 5  a n d  - 0 . 7  k n / l \ H z t  r e s p e c t i v e l y .  T h e  d e e p  V - s h a p e d  v a l l e y  o f  C
s e e m s  q u i t e  u n t y p i c a l  o f  e x p e r i m e n t a l  p r o f i l e s .  S h a l l o w e r  v a l l e y s  w i t h  t h e  s a m e  w i d t h  w i l l  h a v e
n e g a t i v e  c u r v a t u r e s ,  s i m i l a r  t o  B r o f i l e  B ,  a b o v e  t h e  v a 1 1 e y .  T h e  c o n s t r a i n t  c u r r e n t l y  a d o p t e d  i n
P 0 L A N  i s  d . h / d F N t  - 3  k n / l t H z t ,  o r  q 2  <  - 1 . 5 .  T h e  p u r p o s e  o f  t h i s  c o n s t r a . i  n t  i s  t o  r u l e  o u t
p r o f i l e s  o f  t h e  t y p e  s h o w n  b y  t h e  d o t t e d  l i n e  i n  F t g . 7 .  T h i s  j s  a n  a l t e r n a t i v e  s o l u t i o n  o f  t h e
v i r t u a l - h e i g h t  t r a c e  c o r r e s p o n d i n g  t o  p r o f i i e  B ;  t h e  t o o - s m a l l  v a l u e  o f  d h l d F N  a b o v e  t h e  v a 1 1 e y ,
t h e  p o s i t i v e  c u r v a t u r e ,  a n d  t h e  g r a d i e n t  d i s c o n t i n u i t y  a t  T '  a l 1  s u g g e s t  t h a t  t h i s  s o l u t i o n  i s
p h y s i c a l l y  i m p l a u s i b l e .  I n  p r a c t i c e  t h e  l i m i t  o n  q 2  i s  s e l d o m  i n v o k e d  b y  P 0 L A N ,  s i n c e  c o n d i t i o n
( a )  a b o v e  n o r m a l l y  e n s u r e s  c o m p l i a n c e  w i t h  ( b )

( c )  V a l  l e y  l . l i d t h .

A d j u s t m e n t s  ( a )  a n d  ( b )  a b o v e  r e d u c e  t h e  v a l l e y  w ' i d t h  t o  a n  a c c e p t a b l e  v a l u e ,  i f  i t  w a s  i n i t i a l l y
t o o  l a r g e .  O c c a s i o n a l l y  t h e  d a t a  l e a d  t o  a  t o o - s m a l ' l  v a l 1 e y  w i d t h ,  g i v i n g  q ( J M )  n e g a t i v e  s o  t h a t
V W I D T H  <  P A R H T .  T h e  e q u a t i o n  1 0 q ( J M )  =  1 . 0  i s  t h e n  a d d e d  t o  t h e  l e a s t - s q u a r e s  s o l u t i o n ,  f o r c i n g
q ( J M )  =  0 . 1  a n d  V W I D T H  -  P A R H T  =  0 . 1  k m .  T h e  d e c r e a s e d  v a l u e  o f  V W I D T H  q i v e s  a  s m a l l e r  v a l l e v
d e p t h ,  a n d  h e n c e  a  s m a l l e r  V | ^ J I D T H ,  i n  t h e  n e x t  i t e r a t i o n .

7  . 3 . 4  V a 1  l e y  d e p t h  i  t e r a t i o n

T h e  f i r s t  v a l l e y  c a l c u l a t i o n  u s e s  a  d e p t h  V D E P T H  o b t a i n e d  f r o m  ( t + ) ,  a s s u m i n g  t h e  s t a n d a r d
v a l u e  o f  V l . / I D T H .  S o l u t i o n  o f  t h e  a u g m e n t e d  s e t  o f  e q u a t i o n s  g i v e s  t h e  p r o f i l e  p a r a m e t e r s  q ( 1 )  t o
q ( J M ) ,  a n d  a  n e w  v a l u e  f o r  V l . l I D T H .  T o  m a i n t a i n  a p p r o x i m a t e l y  t h e  s t a n d a r d  v a l l e y  s h a p e ,  t h e  v a 1 1 e y
d e p t h  m u s t  n o w . b e  a l t e r e d  t o  c o r r e s p o n d  t o  t h e  c a l c u l a t e d  w i d t h .  T h i s  i s  d o n e  b y  i n s e r t i n g  t h e  n e w
V | . l I D T H  i n  ( 1 4 )  t o  g i v e  a  n e w  v a l u e  f o r  V D E P T H .  T h e  f u l l  s e t  o f  s i m u l t a n e o u s  e q u a t i o n s  i s  t h e n
r e c a l c u l a t e d  a n d  s o l v e d  t o  o b t a i n  f i n a l  v a l u e s  f o r  t h e  p r o f i l e  p a r a m e t e r s .  F u r t h e r  i t e r a t i o n s  a r e  n o t
n e c e s s a r y  s i n c e  v a l l e y  d e p t h  i s  l e s s  i m p o r t a n t  t h a n  w i d t h  i n  d e f i n i n g  t h e  h e i g h t s  o f  t h e  u p p e r  l a y e r s
( a s  d i s c u s s e d  i n  S e c t i o n  9 ) .

7 .4  Ya l ley  0p t ions  in  P0LAN

S e c t i o n  7 . 3  d e s c r i b e s  t h e  n o r m a l  v a l l e y  c a l c u l a t i o n  u s e d  i n  P 0 L A N  w h e n  e x t r a o r d i n a r y - r a y  d a t a
a r e  n o t  p r o v i d e d .  T h e  r e s u l t  i s  o b t a i n e d  b y  a  l e a s t - s q u a r e s  s o l u t i o n  o f  t h e  v i r t u a l - h e i g h t  e q u a t i o n s
a l o n g  w i t h  s e v e r a l  a d d ' i t i o n a l  e q u a t i o n s  w h i c h  b i a s  t h e  r e s u l t s  t o w a r d s  t h e  s t a n d a r d  v a l l e y  m o d e l .
T h i s  i s  t h e  d e f a u l t  p r o c e d u r e ,  o b t a i n e d  w h e n :

( i )  t h e  f i n a l  p a r a m e t e r  V A L L E Y  i n  t h e  s u b r o u t i n e  c a l l  t o  P O L A N  i s  z e r o ,  a n d

( i i )  t h e  v i r t u a l  h e i g h t  h ' ( F C )  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  c r i t i c a l  f r e q u e n c y  F C  o f  t h e  l o w e r  l a y e r  i s
z e r o .  T h i s  d a t a  p o i n t  i s  u s e d  t o  m a r k  t h e  t r a n s i t i o n  b e t w e e n  l a y e r s ;  t h e  v a l u e  o f  F C  m a y  b e
s c a l e d  o r  z e r o ,  a s  i n  S e c t i o n  1 0 . 2 .

0 t h e r  o p t i o n s  a r e  o b t a i n e d  b y  s p e c i f y i n g  a  n o n - z e r o  v a l u e  f o r  V A L L E Y  o r  f o r  h  ( F C ) .  T h e  t y p e
o f  a n a l y s i s  i s  c o n t r o l l e d  b y  a  p a r a m e t e r  H V A L  w i t h i n  P O L A N .  T h i s  i s  n o r m a l l y  s e t  b y  t h e  p a r a m e t e r
V A L L E Y  i n  t h e  c a l l  t o  P 0 L A N .  I f  i n  a n y  d a t a  s e t  t h e  h e i g h t  h ' ( F C )  i s  n o n - z e r o ,  h o w e v e r ,  H V A L  i s
s e t  e q u a l  t o  h ' ( F C )  f o r  t h a t  a n a l y s i s .  T h u s  t o  u s e  a  p a r t i - u l a r  v a l l e y  a n a l y s i s  t h r o u g h o u t  a  r u n ,  t h e
m a i n  p r o g r a m  s e t s  t h e  r e q u i r e d  c o n s t a n t  i n  V A L L E Y .  F o r  i n d i v i d u a l  p r o f i l e s  t h e  t y p e  o i  a n a l y s i s  c a n
b e  c h a n g e d  b y  g i v i n g  a  n o n - z e r o  v a l u e  f o r  h ' ( F C ) .

T h e  d i f f e r e n t  t y p e s  o f  a n a l y s i s  a r e  d e f i n e d  b e l o w .  I n  a l l  c a s e s  p o s i t i v e  v a l u e s  o f  V A L L E Y
( o r  o f  h ' ( F C ) )  a p p l y  s c a l i n g  f a c t o r s  t o  t h e  s t a n d a r d  v a l l e y ,  t o  i n c r e a s e  o r  d e c r e a s e  t h e  w i d t h  a n d
d e p t h .  V a l u e s  o f  5 . 0  o r  1 0 . 0  g i v e  t h e  e x t r e m e  u p p e r  a n d  l o w e r  l i m i t  p r o f i l e s .  N e g a t i v e  v a l u e s  o f
V A L L E Y  s p e c i f y  a b s o l u t e  v a l u e s  o f  v a l l e y  w i d t h  a n d , / o r  d e p t h  t o  b e  u s e d  i n  t h e  a n a l y s i s .  T h e  v a l u e
o f  l h ' ( F C ) ) l  m u s t  a l w a y s  b e  l e s s  t h a n  3 0 ,  t o  s h o w  t h a t  i t  i s  n o t  a  m e a s u r e d  v i r t u a l  h e i g h t .

( a )  V A L L E Y  =  0 . 0  o r  i . 0  g i v e s  t h e  n o r m a ' l  a n a l y s i s ,  w i t h  a d d i t i o n a l  e q u a t i o n s  j n c l u d e d  i n  t h e
l e a s t - s q u a r e s  s o l u t i o n  ( S e c t i o n  7 . 3 . 2 )  s o  t h a t  t h e  r e s u l t  w i l l  t e n d  t o w a r d s  t h e  s t a n d a r d  v a l l e y  m o d e 1 .
( T h e  a d d e d  p h y s i c a l  c o n s t r a i n t s  c a n  b e  o m i t t e d  b y  u s i n g  a  n e g a t i v e  v a l u e  f o r  A M 0 D E ,  a s  d e s c r i b e d  i n
S e c t i o n  L 0 . 2 . 2 . )
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( b )  V A L L E Y  =  0 . 1  t o  5 . 0  u s e s  t h e  n o r m a l  v a l l e y  a n a l y s i s ,  b u t  w i t h  t h e  s t a n d a r d  v a 1 1 e y  w i d t h
m u l t . i p l i e d  b y  t h e  f a c t o r  V A L L E Y .  I f  t h e  r e s u l t i n g  w i d t h  p r o v e s  t o o  l a r g e  f o r  c o m p a t i b i l i t y  w i t h
t h e  v i r t u a l - h e i g h t  d a t a ,  t h e . i n i t i a l  g r a d i e n t  ( q f )  a t  t h e  s t a r t  o f  t h e  f o l l o w i n g  p r o f i l e  s e c t i o n
i s  t o o  s m a l l ;  t h i s  w i l l  b e  c o r r e c t e d  a u t o m a t i c a l l y  b y  s e t t i n g  q 1  e q u a l  t o  t h e  m i n i m u m  a l l o w e d
v a l u e  ( S e c t i o n  7 . 3 . 3 ) ,  a n d  a d j u s t i n g  t h e  o t h e r  r e a l - h e i g h t  p a r a m e t e r s  t o  o b t a i n  a  n e w  l e a s t - s q u a r e s
s o l u t i o n .  T h u s  t h e  w i d t h  i s  r e d u c e d  a s  r e q u i r e d  u n t i l  a n  a c c e p t a b l e  q r a d i e n t  i s  o b t a i n e d  a b o v e  t h e
v a 1 1 e y .  A  n e w  ( s m a l 1 e r )  v a l u e  o f  V D E P T H  i s  t h e n  c a l c u l a t e d ,  a n d  t h e - a n a l y s i s  i s  j t e r a t e d  o n c e .

( c )  V A L L E Y  -  5 . 0  i s  u s e d  t o  g i v e  a  m a x i m u m - v a 1 1 e y  r e s u l t ,  a n d  a n  u p p e r - i i m i t  p r o f i l e .  T h i s  i s  t h e
e x t r e m e  c a s e  o f  ( b ) .  A  v a l l e y  w i d t h  o f  5  t i m e s  t h e  s t a n d a r d  v a l u e  i s  a l m o s t  a l w a y s  i m p o s s i b l y  1 a r g e ,
a n d  s o  w i l l  b e  r e d u c e d  t o  o b t a i n  r e a s o n a b l e  p o s i t i v e  v a l u e s  o f  d h l d F N  a b o v e  t h e  v a l l e y .  T h u s  t h e  f i n a l
r e s u l t  h a s  t h e  g n e a t e s t  w i d t h  w h i c h  w i l l  g i v e  a  p h y s i c a l l y  a c c e p t a b l e  p r o f i l e  f o r  t h e  u p p e r  1 a y e r .
T y p i c a l  r e s u l t s  a r e  s h o w n  b y  d o t t e d  l i n e s  i n  F i g .  B .

( d )  V A L L E Y  =  1 0 . 0  i s  u s e d  t o  s p e c i f y  a  m o n o t o n i c  r e s u l t ,  w i t h  n o  v a l l e y .  T h i s  g i v e s  t h e  l o w e r  l i m i t
t o  t h e  r a n g e  o f  p o s s i b l e  r e a l - h e i g h t  p r o f i l e s  ( t h e  c h a i n  l i n e s  i n  F i g .  B ) .

( e )  V A L L E Y  =  - 0 . 0 1  t o  - 0 . 9 9  s p e c i f i e s  t h a t  t h e  c a l c u l a t i o n s  a r e  t o  u s e  a  v a l l e y  d e p t h  V D E P T H  =
I V A L L E Y I  M H z ,  i n s t e a d  o f  t h e  v a l u e  o b t a i n e d  f r o m  e q u a t i o n  ( 1 4 ) .  T h e  v a l l e y  w i d t l  r e m a i n s  s t a n d a r d .

( f )  V A L L E Y  =  - 1 . 0  r e q u e s t s  a  t w o - p a r a m e t e r  c a l c u l a t i o n  o f  v a 1 1 e y  d e p t h  a n d  w i d t h ,  w h e n  e x t r a o r d i n a r y
r a y  d a t a  a r e  a v a i l a b l e ,  a s  d e s c r i b e d  i n  S e c t i o n  9 . 3 .  U s i n g  V A L L E Y  =  - 1 . X  f o r c e s  t h e  d e p t h  i t e r a t i o n
t o  b e g i n  f r o m  V D E P T H  =  0 . X  l ' 4 H 2 ,  a n d  i s  u s e d  p r i m a r " i l y  f o r  t e s t s  o f  t h e  t y p e  d e s c r j b e d  i n  S e c t i o n  9 . 4 .

! S )  V A L L E Y  =  - N ,  w h e r e  N  i s  a n  i n t e g e r  i n  t h e  r a n g e  2  t o  3 0 ,  s p e c i f i e s  a  v a 1 1 e y  w i d t h  o f  5 N  k m .
T h i s  v a l u e  i s  e n f o r c e d  b y  u s i n g  a  w e i g h t  o f  1 0  w j t h  t h e  c o r r e s p o n d i n g  e q u a t i o n  ( 1 6 )  i n  t h e
l e a s t - s q u a r e s  s o l u t i o n .

( h )  v A L L E Y  =  - | . l . D ,  w h e r e  I , , l  a n d  D  a r e  n o n - z e r o ,  i s  a  c o m b i n a t i o n  o f  ( e )  a n d  ( f ) .  T h e
c a l c u l a t i o n  u s e s  a  v a l l e y  w i d t h  o f  5 W  k m  a n d  a  d e p t h  o f  0 . D  M H z .  T h u s  V A L L E Y  =  - 6 . 7 5  q i v e s  a
p r o f i l e  w i t h  V W I D T H  =  3 0  k m  a n d  V D E P T H  =  0 . 7 5  M H z .

l . / h e n  t h e  v a l u e  o f  V A L L E Y  ( o r  o f  h  ( F C ) )  i s  l e s s  t h a n  - 2 . 0 ,  t h e  w e i g h t  g i v e n  t o  t h e  v a 1 1 e y - w i d t h
e q u a t i o n  i n  t h e  l e a s t - s q u a r e s  s o l u t i o n  i s  i n c r e a s e d  f r o m  W V A L  =  1 . 0  t o  l , , V A L  =  1 0 . 0 .  R e s u l t s  w i l l
t h e n  c o n f o r m  c l o s e l y  t o  t h e  s p e c i f i e d  v a l u e s  o f  V l ^ l I D T H  a n d  V D E p T H .

T h e  e f f e c t s  o f  c h a n g e s  i n  v a 1 1 e y  w i d t h  o n  t h e  c a l c u l a t e d  F - r e g i o n  r e a l  h e i g h t s  a r e  s h o w n  i n
F i 9 ,  9 . .  S i n c e  t h e  e q u a t i o n s  d e f i n i n g  t h e  r e a l - h e i g h t  p r o f i l e  a r e  l i n e a r  ( S e c t i o n  3 ) ,  t h e  c h a n g e s  i n
r e a l  h e i g h t  a r e  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  c h a n g e s  i n  v a 1 1 e y  w i d t h .  T h i s  i s  s t r i c t l y  t r u e  o n l y  f o r  a  f i x e d
v a l u e  o f  v a 1 1 e y  d e p t h .  T h e  e f f e c t  o f  d e p t h  v a r i a t i o n s  i s  s m a l l ,  h o w e v e r ,  s o  t h e  c u r v e s  o f  F i g .  9
a p p l y  w i t h  r e a s o n a b l e  a c c u r a c y  f o r  a l l  b u t  v e r y  d e e p  v a l l e y s .  T h e  c u r v e s  s h o w n  a r e  c a l c u l a t 6 d  f o r
t y p i c a l  E - 1 a y e r  c r j t i c a l  f r e q u e n c i e s  o f  3 . 1  M H z  a t  3 0 "  d i p  a n d  1 . 4  M H z  a t  7 0 "  d i p .  g r d i n a r y  r a y
c a l c u l a t i o n s  a r e  n o t  v e r y  s e n s i t i v e  t o  c h a n g e s  i n  m a g n e t i c  f i e l d  a n d ,  w h e n  v a r i a t i o n s  i n  F - B  a i e
i g n o r e d ,  d e p e n d  o n l y  o n  t h e  r a t i o  f / F C .  F i g .  9  m a y  t h e r e f o r e  b e  u s e d  t o  e s t i m a t e  t h e  e f f e c t  o f
c h a n g e s  i n  t h e  a s s u m e d  v a ) 1 e y  w i d t h ,  o n  t h e  c a l c u l a t e d  r e a l  h e i g h t s  o f  t h e  u p p e r  i a y e r ,  u n d e r  m o s t
c o n d i t i o n s .  U s i n g  t h e  b r o k e n  l i n e  i n  F i g .  9  g i v e s  t h e  f o l l o w i n g  a p p r o x i m a t e  r e s u l t :  t h e  c h a n g e  i n
c a l c u l a t e d  r e a l  h e i g h t  a h  a b o v e  a  v a 1 1 e y ,  d u e  t o  a  c h a n g e  D W i D T H  i n  t h e  a s s u m e d  v a 1 1 e y  w i d [ h ,  i s

A h 0 . 8  D l l T D T H  . ( F C t t ) 2 ( 1 9 )

w h e r e  f  i s  t h e  p l a s m a  f r e q u e n c y  a t  w h i c h  t h e  r e a l  h e i g h t  i s  c a l c u l a t e d  a n d  F C  i s  t h e  c r i t i c a l
f r e q u e n c y  o f  t h e  u n d e r l y i n g  p e a k .  F o r  p l a s m a  f r e q u e n c i e s  g r e a t e r  t h a n  2 F C  t h e  r e a l - h e i g h t  e r r o r
d e c r e a s e s  a p p r o x i m a t e l y  a s  ) . / f ,  a s  s h o w n  b , v  t h e  d o t t e d  l i n e  i n  F i g .  9 ,  g i v i n g

A h  =  0 . 4  D [ . I I D T H . F C l f ( 1 e b )

C h a n g e s  c a n  b e  m a d e  i n  t h e  s h a p e  o f  t h e  v a l l e y  u s e d  b y  p 0 L A N ,  b y  m o d i f y i n g  t h e  v a . l l e y  c o n s t a n t s
w h i c h  a r e  s t o r e d  a s  D A T A  s t a t e m e n t s  i n  t h e  p r o g r a m  S T A V A L  ( A p p e n O i x  F . 2 ) .  i h e - v a l l e y  h a s  a  p a r a b o l . i c
s e c t i o n  c o v e r i n g  a  h e i g h t  r a n g e  P A R H T  i n  F i g .  6 .  T h i s  d i s t a n c e  i s  c a l c u l a t e d  u s i n q  a  r . a i e  h e i g h t
w h i c h  i s  g r e a t e r  t h a n  t h a t  o f  t h e  s u b - p e a k  p r o f i l e  b y  a  f a c t o r  V P E A K .  A b o v e  t h i s  i i  a  f l a t  v a l l 6 y
b a s e _ e x t e n d i n g  o v e r  a  d i s t a n c e  ( 1 - V B A S E ) . q ( J M ) .  T h e  c o n s t a n t s  n o r m a l l y  u s e d  a r e  V p E A K  =  1 . 4  a n d
V B A S E  =  0 . 6 .  B y  a l t e r i n g  t h e s e  v a l u e s  a  w i d e  r a n g e  o f  d i f f e r e n t  s h a p e i  c a n  b e  o b t a i n e d .  T h u s  a
s i m p l e  t r i a n g u l a r  v a 1 l e y  i s  o b t a i n e d  i f  V P E A K  =  V B A S E  =  0 . 0 ,  a n d  a  r e c t a n g u l a r  v a l t e y  i f  V P E A K  =  0
a n d  V B A S E  =  1 . 0 .  T h e  r e l a t i o n  b e t w e e n  t h e  d e p t h  a n d  w i d t h  o f  t h e  v a 1 l e y  i i  s e t  b y  e q u a t i o n  1 4  w h i c h
u s e s  t h e  c o n s t a n t s  v D E t P  =  0 . 0 0 8  a n d  v C 0 N S T  =  2 0 .  V a r i a t i o n  o f  t h e s e  p a r a m e t e i s  ( U v  c i ' a n g i n g  t h e
D A T A  s t a t e m e n t . i n  S T A V A L )  w i l l  c h a n g e  t h e  r a t i o  o f  d e p t h  t o  w j d t h  f o r  a l l  v a 1 1 e y s .  F o r ' e x a m p i e , '
s e t t i n g  V D E E P  =  0 . 0 1 6  w i l l  d o u b l e  t h e  d e p t h s  o f  a l l  t h e  v a l l e y s  s h o w n  i n  F i g .  1 7  ( s e c t i o n  9 . 2 j .
S e t t i n g  V C O N S T  =  0 . 0  w i l l  m a k e  t h e  v a l l e y  d e p t h  d i r e c t l y  p r o p o r t i o n a l  t o  t h d  c a l c j l a t e d  w . i d t h .
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F i g u r e  9 .  C h a n g e s  i n  t h e  c a l c u . l a t e d  r e a l  h e i g h t s  o f  t h e
o f  1 0  k m  i n  t h e  a s s u m e d  w i d t h  o f  t h e  E / F  v a l 1 e y ,
a n d  7 0 ' .  F C  i s  t h e  E  l a y e r  c r i t i c a l  f r e q u e n c y .
f o r  c o m p a r i s o n ,  r e a l  h e i g h t  c h a n g e s  p r o p o r t i o n a l

7 3
F r e q u e n c y  r o t i o  l l F C

F  1 a y e r ,  d u e  t o  a n  i n c r e a s e
a t  m a g n e t i c  d i p  a n g l e s  o f  3 0 '
B r o k e n  a n d  d o t t e d  l i n e s  s h o w ,
.  - . ^ t
L o  I / f ' a n d  1 / f  r e s p e c t i v e l y .
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8. START CALCULATIOI{S USING THE EXTMORDII{ARY RAY

8 . 1  P r a c t i c a l l y  0 b t a i n a b l e  I n f o r m a t i o n

I o n o g r a m s  q i v e  t h e  v i r t u a l  h e i g h t s  o f  t h e  o r d i n a r y  ( 0 )  a n d  e x t r a o r d i n a r y  ( X )  r a y s  o n l y  d o w n  t o
s o m e  l i m i t i n g  f r e q u e n c y  f m i n .  F o r  t h e  X  r a y  w e  d e f i n e  f m i n  a s  t h e  p l a s m a  f r e q u e n c y  

- F N  
a l  w h i c h  t h e

l o w e s t  o b s e r v e d  f r e q u e n c y  i s  r e f l e c t e d ,  a n d  w i l l  a s s u m e  i n  t h e  m e a n t i m e  t h a t  t h i s  i s  s i m i l a r  t o  t h e
f r e q u e n c y  o f  t h e  l o w e s t  0  r a y .  R e f l e c t i o n s  a r e  n o t  o b t a i n e d  f r o m  t h e  i o n i s e d  r e g i o n  w i t h  F N  (  f m i n .
I n f o r m a t i o n  a b o u t  t h i s  u n d e r ' l y i n g  r e g i o n  c a n  h o w e v e r  b e  o b t a i n e d  f r o m  t h e  d i f f e 1 6 n c e  i n  t h e  v i r t u a l
h e i g h t s  o f  o b s e r v e d  0  a n d  X  r a y s .  F o r  t h i s  p u r p o s e  w e  c o n s i d e r  " c o r r e s p o n d i n g "  0  a n d  X  f r e q u e n c i e s ,
w h t c h  a r e  r e f l e c t e d  a t  t h e  s a m e  r e a l  h e i g h t  a n d  h a v e  t h e  s a m e  v a l u e  o f  p l a s m a - f r e q u e n c y  a t  r e f l e c t i o n
F R .  T h e  w a v e  f r e q u e n c i e s  f o  a n d  f ,  o f  t h e  c o r r e s p o n d i n g  r a y s  a r e  r e l a t e d  b y

F R  =  f o  -  ( f 1 ( f x - F H ) ) 0 . 5 (20 )

w h e r e  F H  i s  t h e  g y r o f r e q u e n c y .

h ' o ( F R )  -  H R

h  x ( F R )  -  H R

T h e  g r o u p  r e t a r d a t i o n s  f o r  c o r r e s p o n d i n g  0  a n d  X  r a y s  a r e  t h e n

J  l u ' o t F R , F N )  -  1 )  ( d h l d F N ) . d F N

J  ( u ' x ( F R , F N )  -  1 )  ( d h l d F N ) . d F N

( 2 1 a )

( 2 1 b )

-  T h e  g r o u p  n e f r a c t i v e  i n d e x  u '  i s  a  f u n c t i o n  o f  t h e  w a v e  f r e q u e n c y  f  ( o r  e q u i v a l e n t l y  t h e
p l a s m a  f r e q u e n c y  F R  a t  r e f l e c t i o n ) ,  t h e  p l a s m a  f r e q u e n c y  F N ,  a n d  i h e  m i g n e t . i c  f i e l d  c o n s t a n t s
g y r o f r e q u e n c y  ( F H )  a n d  d i p  a n g l e  ( I ) .  F o r  v e r t i c a l  p r o p a g a t i o n  a t  a  g i v e n  s i t e  t h e  d i p  a n g l e  i s
c o n s t a n t .  T h e  h e i g h t  v a r i a t i o n s  o f  F H  a r e  c o n s . i d e r e d  i n  A p p e n d i x  C ,  i n d  w i l l  b e  i g n o r e d  h e r e .
g '  t h e n  d e p e n d s  o n l y  o n  F R  a n d  F N .  T h e  f o r m  o f  t h i s  d e p e n d e n c e  i s  q u i t e  d i f f e r e i t  f o r  t h e  0
a n d  X  r a y s .  T h e  r a t i o

R r , o  =  ( u ' x 1 ) / ( u ' o  -  1 ) (  ? 2 \

a l s o  v a r i e s  c o n s i d e r a b l y  w i t h  F R ,  a t  f i x e d  F N  ( A p p e n d i x  8 . 1 ) .  T h u s  t h e  e f f e c t i v e  w e i g h t s  ( u , - l )  i n
( 2 1 a )  a n d  ( 2 t u )  a r e  d i f f e r e n t  f u n c t i o n s  o f  F N ,  a n d  t h e  f o r m  o f  t h e s e  f u n c t i o n s  c h a n g e i  a s  F R  v a r i e s .

I o n i s a t i o n  i n  t h e  u n o b s e r v e d  r e g i o n  a t  F N  <  f m i n  i s  r e p r e s e n t e d  b y  a n  e q u i v a l e n t  m o n o t o n i c
p r o f i l e '  w h i c h  h a s  o n l y - o n e  h e i g h t . a t . e a c h  v a l u e  o f  F N .  I t  c a n  t h e n  b e  s h o w n  t h a t  a n  e x a c t  k n o w l e d g e
? i  

t h e , f u n c t i o n s  h . ' * ( F R )  a n d  h ' p ( F l )  o v e r  a n y  f i n i t e  i n t e r v a l  F R 1  t o  F R 2  i s  s u f f i c i e n t  ( i n
t h e o r y )  t o  d e f i n e  t h e  f u n c t i o n  d h l d F N  f o r  a l l  F R  <  F R 2 .  i n  p r a c [ i c e  w e  d - o  n o t  h a v e  a n  e x a c t
m a t h e m a t i c a l  f u n c t i o n  f o r  t h e  v i r t u a l  h e i g h t s ,  b u t  a  s m a l l  n u m b e r  o f  d a t a  p o i n t s  w i t h  f . i n i t e  e r r o r s .
T h e  e x t e n t  o f  t h e  i n f o r m a t i o n  w h i c h  c a n  b e  o b t a i n e d  a b o u t  t h e  u n d e r l y i n g  r e g i o n  t h e n  d e p e n d s  o n  t h e
s i z e  o f  t h e  d i f f e r e n c e  f ' e  -  l . l ' x ,  a n d  t h e  a m o u n t  b y  w h i c h  i t  v a r i e s  w i t h  F N  a n d  w i t h  F R .
0 b s e r v e d  v a l u e s  o f  h ' ,  a n d  h ' o  g i v e  n o  i n f o r m a t i o n  a b o u t  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  i o n i s a t i o n  i n  a n y
r e g i o n  w h e r e  R r , o  ( e q u a t i o n  2 2 )  d o e s  n o t  c h a n g e  s i g n i f i c a n i l y  w i t h  F N .

G r o u p  i n d e x  c a l c u l a t j o n s  ( A p p e n d i x  B . 1 )  s h o w  t h a t  R " . o  i s  a p p r o x i m a t e l y  i n d e p e n d e n t  o f  F N ,  a t
a  g i v e n  F R ,  w h e n  F N  <  0 . 7  F R .  T h i s  i s  t r u e  f o r  a 1 l  f r e i j r i 6 n c i e s  F R  a t  d i p  a n g l e s  l e s s  t h a n  3 0 o  o r
g r e a t e r  t h a n  6 0 ' .  A t  i n t e r m e d i a t e  d i p  a n g l e s  i t  i s  t r u e  f o r  F R  >  2 F H .  U n d e r - t h e s e  c o n d i t i o n s ,  a n d
t a k i n g  F R  a s  t h e  m i n i m u m  o b s e r v e d  f r e q u e n c y  f m i n ,  n o  i n f o r m a t i o n  a b o u t  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  i o n i s a -
t i o n  a t  F N  <  0 . 7 f m i n  c a n  b e  o b t a i n e d  f r o m  t h e  o b s e r v e d  0  a n d  X - r a y  v i r t u a l  h e i g h t s .  T h i s  i s  t r u e
f o r  a n y  m e t h o d  o f  a n a l y s i s .  T h u s  a  b a s i c  r e q u i r e m e n t  f o r  a  s t a b l e  i n a l y s i s  p r o c 6 d u r e ,  p r o d u c i n g
c o n s i s t e n t  r e s u l t s ,  i s  t h a t  i t  s h o u l d  n o t  a t t e m p t  t o  d e t e r m i n e  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  i o n i s a t i o n  i n  t n e
r e g i o n  w h e r e  F N  <  0 . 7 f m i  n .

.  F o r  d i p  a n g l e s  n e a r  6 7 " ,  t h e  v a r i a t i o n s  o f  B ^ e  a n d  u ' x  w i t h  F N  c a n  b e  c l o s e l y  a p p r o x i m a t e d
b y  e x p r e s s i o n s  o f  t h e  f o r m  u '  =  I  +  a . F N z  +  b . F N 8 ;  f o r  F i i  (  0 . g F R  ( A p p e n d i x  8 . 2 ) .  a  a n d  b
a r e  i n d e p e n d e n t  o f  F N ,  a t . a  g i v e n  f r e q u e n c y  F R .  ^ G r o u p  d e l q y s  d u e  t o  t h i s  r e g i o n ' a r e  t h e r e f o r e
d e f i n e d  ( t o  w i t h i n  a b o u t  1 % )  b y  t h e  i n t e g r a l s  o f  F N z  a n d  F N 8 .  S o  f o r  t h e  r e ! i o n  w i t h
F N  <  0 . 9 f m i n  o n l y  t h e s e  t w o  p a r a m e t e r s  c a n  b e  d e t e r m i n e d .

^  _ A t  d i p  a n g l e s  n e a r  B 0 ' t h e  r a t i o  R x . o  i n  ( 2 2 )  i s  a p p r o x i m a t e ' l y  e q u a l  t o  g . S F H / F R ,  f o r
0  <  F N  <  0 . 9 8 F R  ( A p p e n d i x  B . 1 ) .  0 b s e r v i j d - d e l a y s  t h e n  g i v e  o n ' l y  o n e - p i e c e  o f  i n f o r m a t i o n  a b o u t  t h e
i o n i s a t ' i o n  w i t h  F N  <  0 . 9 8 f m j n .  A t  d i p  a n g l e s  n e a r  3 0 " - t h e  r a t l o  R x . o  i s  a p p r o x i m a t e l y  c o n s t a n t ,
a t  a  g i v e n  F R ,  f o r  a l  l  p i a s m a  f r e q u e n c i e s  F N  l e s s  t h a n  F R  ( T t t h 6 ' i i d g e ,  1 9 7 4 b ) .  0 n l y  o n e
p a r a m e t e r  c a n  t h e n  b e  o b t a i n e d  r e l a t i n g  t o  t h e  u n s e e n  i o n i s a t i o n .  T h i s  s i n g l e  p a r a m e t e r  i s ,
h o w e v e r ,  s u f f i c i e n t  t o  c o r r e c t  t h e  r e a l  h e i g h t s  a t  F N  )  f m i n  f o r  t h e  e f f e i t  o f  t h e  u n d e r l y i n g
r e q i o n .
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W e  c o n c l u d e  t h a t ,  u n d e r  m o s t  c o n d i t i o n s ,  n o t  m o r e  t h a n  t w o  i n d e p e n d e n t  p a r a m e t e r s  c a n  b e
o b t a i n e d  f o r  t h e  u n d e r l y i n g  r e g i o n  a t  F N  <  0 . 9 f m i n .  O n e  o f  t h e s e  p a r a m e t e r s  n o r m a l l y  d e f i n e s  t h e
t o t a l  e l e c t r o n  c o n t e n t  o f  t h i s  r e g i o n ,  w h i l e  t h e  s e c o n d  g i v e s  s o m e  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n .  A n a l y s i s
o f  p r a c t i c a l  i o n o g r a m s  ( T i t h e r i d g e ,  1 9 5 9 b , c )  s h o w s  t h a t  t h e  t o t a l  c o n t e n t  i s  g e n e r a l l y  w e l l  d e f i n e d ,
w h i l e  t h e  s e c o n d  p a r a m e t e r  i s  o b t a i n a b l e  w i t h  o n l y  m a r g i n a l  a c c u t ' a c y .

F o r  t h e  r e g i o n  w i t h  0 . 9 f m i n  <  F N  <  f m j n  a  s i n g l e  p a r a m e t e r  w i l l  n o r m a l l y  s u f f i c e ,  t o  d e f i n e  t h e
m e a n  g r a d i e n t  j u s t  b e l o w  f m i n .  T h u s  a  t o t a l  o f  t w o  o r  t h r e e  p a r a m e t e r s  i s  f u 1 1 y  s u f f i c i e n t  t o  f i t  a l l
a v a i l a b l e  i n f o r m a t i o n  a b o u t  t h e  u n d e r l y i n g  r e g i o n .  T h e  o n l y  e x c e p t i o n  t o  t h i s  ( a p a r t  p o s s i b l y  f r o m
c a l c u l a t i o n s  a t  d i p  a n g l e s  n e a r  5 0 o )  o c c u r s  w h e n  t h e  g r o u p  r e t a r d a t i o n s  b e c o m e  v e r y  l a r g e  n e a r  f m i n ,
s h o w i n g  t h e  p r e s e n c e  o i  a n  u n d e r l y i n g  p e a k  - -  a s  d i s c u s s e d  i n  S e c t i o n  8 . 5 . 2 .  P a u l  a n d  S m i t h  ( 1 9 6 8 )

a l s o  c o n c l u d e  t h a t  g e n e r a l l y  o n l y  1  o r  2  p a r a m e t e r s  c a n  b e  d e t e r m i n e d  f o r ' u n s p e n '  r e g i o n s .  T e s t s
car r ied  ou t  by  Gu ly ieva  (1973)  showed c iear ly  tha t  the  use  o f  mny pararEters  fo r  the  unobserved
r e g i o n s  l e d  t o  u n r e l  i a b l e  o r  a m b i g u o u s  r e s u l t s  i n  r n a n y  c a s e s ;  r e s t r i c t i o n  t o  a  o n e - p a r a m e t e r  m o d e l
a v o i d e d  m o s t  o f  t h e s e  p r o b l e m s .  N o t e  t h a t  a  s p e c i a l  p r o b l e m  a r i s e s  a t  d i p  a n g l e s  n e a r  3 5 " ,  s u c h  t h a t
s t a r t  a n d  v a l l e y  c a l c u l a t i o n s  o f  r e a s o n a b l e  a c c u r a c y  b e c o m e  a l m o s t  i m p o s s i b l e  f o r  i o n o g r a m s  t a k e n  a t
d i p  a n g l e s  b e t w e e n  3 3 "  a n d  3 8 "  ( A p p e n d i x  B . 2 ) .

B . 2 . 1

8.2  Inc lus ion  o f  Ex t raord inary  Ray Data

T h e  g e n e r a l  a p p r o a c h

R e a l - h e i g h t  c a l c u l a t i o n s  b a s e d  p r i m a r i l y  o n  0 - r a y  d a t a  c a n  b e  a d j u s t e d  i t e r a t i v e l y  t o  o p t i m i s e
a g r e e m e n t  w i t h  a  n u m b e r  o f  X - r a y  m e a s u r e m e n t s .  T h e  p r o c e s s  c o n s i s t s  e s s e n t i a l l y  o f  m a k i n g  s u c c e s s i v e
m o d i f i c a t i o n s  t o  t h e  p r o f i l e  s h a p e  a t  F N  <  f m i n ,  t o  o b t a i n  b e s t  a g r e e m e n t  b e t w e e n  o b s e r v e d  a n d
c a l c u l a t e d  X - r a y  v i r t u a l  h e i g h t s .  T h e  f i n a l  r e s u l t  i s  a  p r o f i l e  w h i c h  e x a c t l y  f . i t s  t h e  0 - r a y  d a t a ,
a n d  g i v e s  s o m e  b e s t  o v e r a l l  f i t  t o  t h e  X - r a y  d a t a .  I t e r a t j v e  a d j u s t m e n t  o f  t h e  p r o f i l e  i n  t h i s  w a y  i s
d e s c i i b e d  b y  L o c k w o o d  ( 1 9 6 9 ,  f o r  t h e  t o p s i d e  c a s e  w h e n  X  d a t a  a r e  a n a l y s e d  a n d  i t e r a t i v e l y  a d i u s t e d  t o
f i t  0 - r a y  o b s e r v a t i o n s ) ,  b y  G u l y a e v a  ( 7 9 7 2 , 1 9 7 3 ) ,  b y  B e c k e r  ( i 9 7 8 )  a n d  b y  P a u l  ( i n  G u l y a e v a  e t  a l ,
1 9 7 8 ) .  H o w e  a n d  M c K i n n i s  ( 1 9 6 7 )  u s e  a  l e a s t - s q u a r e s  f . i t  t o  0  a n d  X  d a t a ,  r e p e a t i n g  t h i s  w j t h
d i f f e r e n t  f r e q u e n c y  i n t e r v a l s  f o r  t h e  u n d e r l y i n g  r e g i o n  u n t i l  r e s u l t s  a p p e a r  s a t i s f a c t o r y .

I t e r a t i o n  c a n  b e  a v o i d e d  i f  t h e  m o d e l  f o r  t h e  u n d e r l y i n g  i o n i s a t i o n  d o e s  n o t  i n c l u d e  a n y  v a r i a b l e
f r e q u e n c i e s .  A  s i n g l e  l e a s t - s q u a r e s  s o l u t i o n  c a n  t h e n  b e  o b t a i n e d  i n c o r p o r a t i n g  b o t h  0  a n d  X  d a t a .
T h j s  i s  t h e  m e t h o d  u s e d  i n  P O L A N .  N e i t h e r  O  n o r  X  r a y s  a r e  f i t t e d  e x a c t l y ,  b u t  t h e  o v e r a l l  R M S  e r r o r
w i l l  b e  a p p r e c i a b l y  l e s s  t h a n  i f  t h e  f i t t i n g  e r r o r s  w e r e  c o n f i n e d  t o  o n l y  o n e  c o m p o n e n t .  T h e  t w o
c o m p o n e n t s  m a y  b e  g i v e n  d i f f e r e n t  w e i g h t s ,  b y  a d j u s t m e n t  o f  t h e  c o n s t a n t  l , , l v I R T X  i n  P 0 L A N ;  t h e  r e l a t j v e
w e i g h t  g i v e n  i o  X - i a y  m e a s u r e m e n t s  v a r i e s  a s -  ( w v i n f X ; 2 .  I n  a  c o n b i n e d  0  a n d  X  r a y  f i t ,  t h e  t o t a l
n u m b e r  o f  r e a l - h e i g h t  t e r m s  b e i n g  c a l c u l a t e d  i s  n o r m a l i y  g r e a t e r  t h a n  t h e  n u m b e r  o f  0  r a y s  u s e d .  A
s m a l l  v a l u e  f o r  | ^ l V I R T X  w i l l  t h e n - g i v e  a  r e s u l t  j n  w h i c h  t h e  0 - r a y  d a t a  a r e  f i t t e d  ( a l m o s t )  e x a c t l y '
a n d  t h e  R M S  d e v i a t i o n  i s  m i n i m i s e d  f o r  t h e  X - r a y  d a t a .  T h u s  w e  c a n  o b t a i n ,  i n  o n e  s t e p ,  t h e  t y p e s  o f
s o . l u t i o n  p r o v i d e d  b y  m o s t  o f  t h e  i t e r a t i v e  p r o c e d u r e s  m e n t j o n e d  a b o v e .

I n  g e n e r a l ,  w h e n  h i g h l y  r e t a r d e d  X  t r a c e s  a r e  a v o i d e d ,  i t  c a n  b e  s h o w n  t h a t  u s e  o f  s i m i l a r
w e i g h t s  f o r  b o t h  t h e  0  a n d  X  d a t a  g i v e s  m a x i m u m  s t a b i l i t y  a n d  i n s e n s i t i v i t y  t o  m e a s u r e m e n t  e r r o r s '
P 0 L A t ' t  t h e r e f o r e  b e g i n s  a n  a n a l y s i s  w i t h  l . / V I R T X  =  1 . 0 .  I f  t h e r e  i s  a n  a p p a r e n t  c o n f l i c t  b e t w e e n  0  a n d
X  d a t a ,  t " | V I R T X  i s  i e d u c e d  t o  0 . 5  s o  t h a t  0 - r a y  v i r t u a l  h e i g h t s  a r e  f i t t e d  4  t i m e s  m o r e  a c c u r a t e l y  t h a n
t h e  X  d a t a .  T h i s  g i v e s  r e s u l t s  s i m i l a r  t o  t h o s e  f r o m  t h e  i t e r a t i v e  a p p r o a c h ,  w i t h  a  d e c r e a s e d
s e n s i t i v i t y  t o  ( f o i  i n s t a n c e )  e r r o r s  i n  F H  o r  t h e  e f f e c t s  o f  m a g n e t o - i o n i c  p a t h  s p l i t t i n g .  T h u s  t h e
a n a l y s i s  i s  a u t o m a t i c a l l y  a d j u s t e d  t o  r e f l e c t  t h e  r e l a t i v e  d e g r e e  o f  c o n f i d e n c e  p l a c e d  i n  t h e  X - r a y
d a t a .

8 . 2 . 2  I m p l e m e n t a t i o n  i n  P 0 L A N

T h e  v i r t u a l - h e i g h t  e q u a t i o n s  i n  t h e  s e t  ( 7 ) ,  u s e d  t o  d e f i n e  a  g i v e n  p o l y n o m i a l ,  c a n  i n c l u d e
b o t h  o r d . i n a r y  ( 0 )  a n d  e x t r a o r d i n a r y  ( X )  r a y s .  X - r a y  d a t a  a r e  i d e n t i f i e d  i n  t h e  c a l c u l a t i o n s  b y  u s i n g
n e g a t i v e  f r e q u e n c i e s ;  t h i s  a u t o m a t i c a l l y  g i v e s  t h e  r i g h t  s i g n . a t  a l l  p o i n t s  j n  t h e  g r o u p  i n d e x
s u 5 r o u t i n e  ( A p p e n d i x  0 . 3 ) .  C a l c u l a t i o n  o f  t h e  c o e f f i c i e n t s  B ( i , i )  t h e n  r e q u i r e s  n o  s p e c i a l
c o n s i d e r a t i o n s  o t h e r  t h a n  u s i n g  t h e  c o r r e c t  u p p e r  l i m j t  o f  i n t e g r a t i o n  i n  ( 4 )  -  t h i s  m u s t  b e  t h e
p l a s m a  f r e q u e n c y  a t  r e f l e c t i o n -  F R ,  e q u a l  t o  ( f 1 ( f 1  *  F H ) ) u ' 5  w h e n  t h e  w a v e  f r e q u e n c y  I l  i s
n e g a t i v e .  T h e  o p t i m u m  v a l u e  o f  F H  f o r  u s e  i n  s t a r t  c a l c u l a t . i o n s  i s  d i s c u s s e d  i n  A p p e n d i x  C .

W i t h  0 - r a y  d a t a  o n 1 y ,  t h e  f r e q u e n c y  u p  t o  v r h i c h  t h e  s t a r t i n g  p o l y n o m i a l  e x t e n d s  i s  d e t e r m i n e d  b y
t h e  n u m b e r "  o f  d a t a  p o i n t s  ( t { v )  u s e d  b y  t h e  s p e c i f i e d  m o d e  o f  a n a l y s i s  ( S e c t i o n  5 . 2 ) .  I f  X - r a y  d a t a
a r e  a l s o  a v a i l a b l e  t h e  r a n g e  o f  t h e  p o l y n o m i a i  g e n e r a l l y  i s  n o t  a l t e r e d ;  t h o s e  X - r a y  p o i n t s  w h i c h
f a l l  w i t h i n  t h i s  r a n g e  ( o r  w i t h i n  0 . 1  M H z  o f  t h e  t o p  f r e q u e n c y )  a r e  j n c l u d e d ,  a n d  a n y  o u t s i d e  t h i s
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r a n g e  a r e  j g n o r e d .  l h j s  j s  i n  a g r e e m e n t  w i t h  t h e  g e n e r a l  p h i l o s o p h y  o f  b u i l d ' i n g  c h o i c e s  j n t o  i h e
p r c g r a r n  w h e r e v e r  p o s s i b l e ,  r ' a t h e r  t h a n  d e p e n d i n g  o n  t h e  j u d g e m e n t  o f  a n  o p e r a t o r .

I f  t h e  n u m b e r  o f  a c c e p l e d  I - r a y  p o i n t s  i s  N X ,  a n  a d d i t i o n a l  N X  v i r t u a l  h e j g h t  e q u a l i o n s  a p p e a r  a t
t h e  b e g ' i n n i n g  o f  t h e  s e t  ( 7 ) .  T h u s  t h e  t o t a l  n u m b e r  o f  e q u a t i o n s  t o  b e  s o l v e d  b e c o m e s  N V  =  N F  I  N X
w h e r t  N F  i s  t h e  r t t . i r n b e r  o f  0 - r a y  d a t a  p o i n t s .  T h e  v a l u e  o f  N T  ( t h e  n u m b e r  o f  t e r m s  i n  t h e  f - i t . l e i J
p o l . y n r : m i a 1 )  i s  i n c r e a s e d  b . y  ( U X  +  1 i 1 2  o v e r  t h e  v a l u e  o r . i q j n a ) 1 y  s p e c i f i e d .  O n e  f u n t . h e r  t e r m  i : ;
a d d e d  c 0 ! ' r e s p o n d i n q  t o  t h e  c o n s t a n t  i n  t h e  p o l y n o m i a l  e x p a n s i o n ,  t o  a l l o w  a d j u s t m e n t  o f  t h e  s t a r . t i n q
h e i g h t  ( S e c t i o n  8 . 3 . 1 ) .  T h u s  f o r  t h e  s t a n c l a r d  a n a l y s i s  ( M 0 D E  =  5 )  a  s t a r t  w i t t r  O - r - a y  d a t a  o n l y  r r , s e s  f r
4 - t e r m  p c ) y n o m i a l  f i t t e d  b o  t h e  f i r s t . 5  v i r t u a l  h e i g h t s .  I f  o n e  o r  t w o  X - r a y  p o i n b s  a r e  a d d e t j ,  t n , .
b e c o m e s  6  t ' e r m s  f i t t i n g  6  o r  7  h e j g h t s .  t , j ' i t h  e q u a l ) y - s p a c e d  0  a n d  X  d a t a  w e - g e t  N X  =  5 ,  a n d  t ( l i . . A N
f i t s  B  r e a l - h e i g h t  l e r m s  t o  1 0  v i r t u a l  h e i g h t s  ( 5  0 - r a . y  p l u s  5  X - r a y ) .  t q u a t i o n s  w h i c h  i r i a s  a n' i l  i - d e f i n e d  r e s u l t  t o w a r d s  a n  a c c e p t a b i e  m o d e l  s t a r t i n g  h e i g h t  a r e  a l s o  i n c l u d e d  i n  t h e  l e a s t - s q u a l e s
a n a l y s i s ,  a s  d e s c r i b e d  i n  S e c t i o n  8 . 4 .

T l t e  n u n i b e r  o f  r e a l  h e i g h t s  d e t e r m i n e d  f r o m  t h e  f i r s t  p o l y n o m i a l  i s  a l w a y s  l e s s  t h a n  t h e  n u m b e .
o f  0 - r a y  d a t a  p o i n t s  u s e d  t o  c a l c u l a t e  t h e  p o l y n o m i a l  c o e f f j c i e n t s .  T h u s  f o i  a  l ' l o c l e  5  a n a i y s i s ,  t h e
s t a r t  c a l c u l a t i o n  i s  u s e d  t o  d e t e r m i n e  o n l y  t h e  r e a l  h e i g h t s  h 1  t o  h : 9 t  t h e  0  r a y  f r e q u e n c i e s  f 1
t o . f 3 .  . T h e s e  h e i g h t . s  d e p e n d  o n  b o t h  0  a n d  X - r a y  d a t a .  T n e  n e i t  s t e f  i n  t h e  a n a l y s i s  c a l c u l a t e : ;  a
p o l y n o n i r ' a 1  p a s s i n g  t l r o u g h  h l l  h 2  a n d  h 3  a n d  g i v i n g  a  l e a s t - s q u a r e s  f i t  t o  t h e  b - r a y  v i r t u a l
t t e i g h t s  h ' 3 ,  1 . q ' - l . S  u l d  h ' 6 .  T h i s  p o l y n o m i a l  d e f i n e s  t h e  n e x t  r e a l  h e i g h t  h 4  a t  t n .  f r e q u e n r ; 1 ,
f 4 "  T h e  a c c u r a t e  f i t  t o  h 1 ,  h 7  g n d  h 3  e n s u r e s  a  s m o o t h  c o n t i n u a t f o n ,  s o  I h a t  h 4  s t i 1 1  f i a s
a  c o n s i d e r a b l e  d e p e n d e n c e  o n  t h e  X - r a y  d a t a  u s e d  t o  d e t e r m i n e  t h e  f j r s t  t h r e e  h e i g i i t s .  C - r a y  v j r t u a i
h e i g h t s  t t . +  

9 1 c t  h ' 5  a r e  u s e d  i n  b o t h  t h e  f  i r s t  s t e p  o f  t h e  a n a l y s ' i s  ( i n  c o n j u n i t ' i o n  w i t h  l - r a y
d a t a J  a n d  i n  t h e  s e c o n d  s t e p  ( w i t . h o u t  X - r a y  d a t a ) .  T h i s  g i v e s  a  s m o o t h  t r a n s i l i o n  f r o m  i n i t i . r j
h e i g h t s ,  w h i c h  d e p c ' n d  o n  b o t h  0  a n d  X  d a t a ,  t o  a  p r o f i l e  v a r j a t ' i o n  ( a t  h i g h  f r e q u e n c i e s )  g o v e r n e u  r : , v
t h e  0 - r a y  o n 1 y .  T h e  n e t  r e s u l t  j s  s i m i l a r  t o  t h e  p r o c e d u r e  u s e d  b y  W r i g h i  ( 1 g 6 i ) ,  w h o  i n i t . r r i t
o p e r a t o r s  t o  s c a l e  a d d i t i o n a l  0 - r a y  d a t a  a t  t h e  t o p  o f  a n  0 / X  f i t t i n g  r e g i o n .

8 . 2 . 3  D a t a  s e l  e c i i  o n  w ' i t h i  n  P 0 L A N

l . l i t h  d a t a  s c a l e d  a t  a  n o r m a l  f r e q u e n c y  i n t e r v a l  A f  o f  a b o u t  0 . 1  M H z  ( S e c t i o n  8 . 5 ) ,  t h e  p o i n t s
u s e d  j n  a  s t a r t i n g  c a l c u l a t i o n  c o v e r  a  f r e q u e n c y  r a n g e  o f  a b o u t  0 . 4  l t H z .  W h e n  v ' i r t u a l  h e i g h t s  a ' e
c h a n g i n g  o n l y  s l o w 1 y  a b o v e  f m ' i n  t h e  v a l u e  o f  a f  m a y  b e  i n c r e a s e d ,  g i v i n g  a  c o r r e s p o n d i n g  i n c r e a s e  r '
t h e  f i t t e d  r a n g e .  l . l h e n  v i r t u a l  h e i g h t s  i n c r e a s e  r a p i d l y  n e a r  f m i n  i t  i s  n o t  c o p r e c t  t o  u s e  s m a l  l e '
v a l u e s  o f  A f ,  i n  a n  a t t e m p t  t o  o b t a i n  q r e a t e r  a c c u r a c y  O y  O e t i n i n g  t h e  c h a n g e s  i n  h ' m o r e  c l o s e l y .
S u c h  c h a n g e s  a r e  d u e  t o  t h e  p r o x i m ' i t y  o f  a n  u n d e r l y i n g  p e a - k ,  a n d  t h i s  s e c t i o n  o f  t h e  t r a c e - i s  b e s t
o m i t t e d  ( S e c t i o n  8 . 5 . 2 ) .  V a l u e s  o f  A f  a p p r e c i a b l y  T e s s  t h a n  0 . 1  M H z  m a y ,  h o w e v e r ,  b e  d e s i r a b l e  f o r
t w o  r e a s o n s :

( a )  E x p e r i m e n t a l  e r r o r s  i n  t h e  m e a s u r e m e n t  o f  h '  a n d  o f  f  c a n  b e  r e d u c e d  b y  s c a l i n g  a d d i t i o n a l
p o i n t s  t o  b e  s m o o t h e d  i n  t h e  l e a s t - s q u a r e s  f i t t ' i n g  p r o c e s s .

( b )  V i  r t r . r a l  h e ' i g h t s  m a y  b e g i n  t o  i n c r e a s e  r a p i d l y  w i t h  ' i n c r e a s i n g  f  r e q u e n c y ,  w i t h  j n  0  . 4  t i H z  o i '  f m i r i ,
d u e  t o  t h e  p r e s e n c e  o f  a  c u s p  o r  p e a k  o n  t h e  i o n o g r a m .  S u c h  d a t a  s h o u l d  n o t  b e  u s e d  i n  t h e  s t a r . t
c a l c u l a t i o n ,  s i n c e  c h a n g e s  i n  h '  w i l l  d e p e n d  m o i e  o n  t h e  c h a n g i n g  g r a d i e n t  n e a r  r e f l e c t i o n  t h a n  ' n
t h e  d e n s i t y  o f  u n d e r l y ' i n g  i o n i s a t i o n .  T h u s  a t  l e a s t  5  0 - r a y  p o i n t i  i f r o u t d  a l w a y s  b e  s c a l e c r  b e f , : r e
a p p r e c . i a b ' l e  p e a k  r e t a r d a t j o n  b e g i n s .  ( A n _ e x a m p l g  o I  t h e  l a i g e  e r r o r s  p r o d u c e d  6 y  i n c l u d j n g  c u s p  d a t a
w h i c h  d o e s  n o t  e x a c t l y  f i t  t h e  a s s u m e d  v a l u e  o f  F H  i s  g i v e n  i n  S e c t i o n  8 . 4 . 2 ( b ) . i  

J  - r

S b a r t i n g  d a t a  m a y  b e  p r o v i d e d  a t  f r e q u e n c y  i n t e r v a l s  a p p r e c i a b l y  l e s s  t h a n  0 . 1  M H z  f o r  e j i l r e r  o f
t h e  a b o v e  t w o  r e a s o n s ,  o r  t h r o u g h  a n  o p e r a t o r  m j s t a k e n l y  t r y i n g  t o  O e t i n e  a  r a p i d  i n c r e a s e  i n  h ' n e a i .
f m i n .  T h e s e  c a s e s  a r e  t r e a t e d  a p p r o p r i a t e l y  i n  P O L A r u  O y  t f r L  t 6 t t o w i n g  s t e p s .

! i  t  T h e  s p e c i f i e d  n u m b e r  o f  0 - r a y  f r e q u e n c i e s  ( N F ,  e q u a l  t o  5  f o r  t h e  n o r m a l  a n a l y s i s )  i s  s e l e c t e d .
E a c h  p o i n t  i s  c h e c k e d ,  j n  t h e  n o r m a l  w a y ,  t o  e n s u r e  a  m o n o t o n j c  f r e q u e n c y  v a r i a t i o n  a n d  a n  a b s e n c e  c i f

g i l s u l g r '  p o i n t s  c o r r e s p o n d i n g  t o  a  c u s p ,  r e s t a r t  o r  p e a k .  I f  I h ' ( N F )  -  r r ' ( N F - 1 ) t  >  z O o i r i N F i  -
f ( N F - 1 ) - l  t h e  l a s t  p o i n t ' i s  d e i e t e d ,  i n  a c c o r d a n c e  w i t h  ( b )  a b o v e .

( i i )  i f  t h e  n u m b e r  o f  i n i t i a l  X  r a y s  ( N X )  i s  n o t  z e r o ,  a n d  t h e  N F  s e l e c t e d  0 - r a y  p o i n t s  c o v e r  a
f r e q u e n c y _ r a n g e  o f  l e s s  t h a n  0 . 4  l [ H z ,  t h e  n e x t  0 - r a y _ p o i n t  f ( N F + 1 )  j s  c h e c k e d .  I f  s a t i s f a c t o r y ,  a n r , r' i f  t h e  v a l u e  o f  I h ' ( N F + 1 )  -  h ' ( w p ) l / l f  ( N F + i )  -  f  ( N F ) ]  i s  l e s s  t h a n  3 0  k m / M H z ,  N F  i s  i n c r e m e n t e d  r r y
o n e  t o  i n c l u d e  t h e  a d d i t i o n a l  p o i n t .

( i i i )  S t e p  ( i j )  ' i s  r e p e a t e d  u n t i l  e i t h e r  t h e  r a n g e  o f  f r e q u e n c i e s  e x c e e d s  0 . 4  l [ H z ,  o r  t h e  g r a d i e n t
o f  t h e  v i r t u a l  h e j g h t  c u r v e  e x c e e d s  3 0  k n / t l 1 z .  4 n ,  X - r a y  p o i n t s  w h i c h  a r e  r e f l e c t e d  a t  p i i s m a
f r e q u e n c i e s  m o r e  t h a n  0 . 0 5  M H z  g r e a t e r  t h a n  t h e  l a s t  i n c i u d e d  0  r a y  a r e  t h e n  d e l e t e d .
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T w o  c o n s t a n t s  a r e  u s e d  j n  t h i s  s e l e c t i o n  p r o c e s s .  T h e s e  a r e  t h e  m i n i m u m  d e s i r a b l e  f r e q u e n c y
r a n g e  f o r  t h e  s t a r t  c a l c u l a t i o n  ( F F I T ,  n o r m a l l y  0 . 4  l 4 H z ) ,  a n d  t h e  m a x i m u m  p o s i t i v e  v . i r t u a l - h e i g h t
g r a d i e n t  t o  b e  a l l o w e d  a t  t h e  t o p  o f  t h e  r a n g e  ( G F I T ,  n o r m a l l y  3 0  k m / M H z ) .  T h e  ' n o r m a l '  v a l u e s  a r e
s e t  b y  a  D A T A  s t a t e m e n t  a t  t h e  b e g i n n i n g  o f  P 0 L A N ,  a n d  m a y  b e  c h a n g e d  a s  r e q u i r e d  f o r  p a r t i c u l a r
s t u d i e s .

8 . 3  T h e  S l a b  S t a r t  i n  P 0 L A N

8 . 3 . 1  T h e  s t a r t  m o d e . l

T h e  m a i n  s t a r t  m o d e l  u s e d  i n  P O L A N  f o r  X - r a y  c a l c u l a t i o n s  j s  s h o w n  i n  F i g .  1 0 .  F l  i s  t h e  l o w e s t
p l a s m a  f r e q u e n c y  f r o m  w h i c h  r e f l e c t i o n s  w e r e  o b t a . i n e d .  T h e  s t a r t i n g  m o d e l  c o n s i s t s  o f  a  p o l y n o m i a l
b e g i n n i n g  a t  F A  =  0 . 6 F 1 ,  a n d  a n  u n d e r ' l y i n g  s l a b  w i t h  F N  i n c r e a s i n g  l i n e a r ' l y  f r o m  0 . 3 F 1  t o  0 . 6 F 1 .
T h i s  g i v e s  t w o  b a s i c  p a r a m e t e r s  f o r  t h e  u n d e r i y i n g  i o n i s a t i c n ,  o f  t h e  g e n e r a l  t y p e  d e s c r i b e d  i n
S e c t i o n  8 . 1 .  T h e  l i n e a r  s l a b  s e c t i o n  s e r v e s  t o  p r o d u c e  t h e  c o r r e c t  t o t a l  a m o u n t  o f  l o w - d e n s i t y
j o n i s a t i o n .  T h e  i n i t i a l  s e c t i o n  o f  t h e  p o l y n o m i a l  f r o m  0 . 6 F 1  t o  F 1  d e f i n e s  t h e  m e a n  g r a d i e n t  d h l d F N
n e a r  0 . 8 F 1 ,  a n d  g i v e s  a  c o n t i n u o u s  v a r i a t i o n  o f  a l l  d e r i v a t i v e s  t h r o u g h  t h e  l o w e s t  o b s e r v e d  f r e q u e n c y
F 1 .  A f t e r  a  s l a b  s t a r t  r e a l  h e i g h t s  a r e  c a l c u l a t e d  a t  F N  =  0 . 3 F 1 ,  0 . 6 F 1  a n d  0 . 8 F 1 .

l , J i t h  0 - r a y  d a t a  o n l y ,  c a l c u l a t i o n s  s t a r t  f r o m  a  h e i g h t  o b t a i n e d  b y  l i n e a r  e x t r s p 6 l a t i o n  o f  t h e
f i r s t  t h r e e  0 - r a y  m e a s u r e m e n t s  ( S e c t i o n  6 . 2 ) .  W i t h  X - r a y  d a t a  t h e  s a m e  l j n e a r  e x t r a p o l a t i o n  i s  u s e d ,
b u t  i t  i s  c o n t i n u e d  o n l y  d o w n  t o  t h e  f r e q u e n c y  0 . 8 F 1 .  T h e  h e i g h t  H A  o b t a i n e d  j n  t h i s  w a y  i s  t a k e n
a s  t h e  o r i g i n  f o r  t h e  s t a r t i n g  c a l c u l a t i o n ,  a t  t h e  f r e q u e n c y  F A  =  0 . 6 F 1 .  T h i s  l i m i t e d  e x t r a p o l a t i o n
g i v e s  a  m i n i m u m  a m o u n t  o f  c o r r e c t i o n ,  s o  t h a t  H A  g i v e s  a  r e a s o n a b l e  u p p e r  l i m i t  f o r  t h e  t r u e  h e i g h t  a t
0 . 6 F I .  P h y s i c a l l y  r e a s o n a b l e  r e s u l t s  c a n  t h e n  b e  a s s u r e d  b y  r e q u i r i n g  t h a t  t h e  f i n a l  s t a r t i n g  h e i g h t
b e  l e s s  t h a n  H A ,  a s  d e s c r i b e d  i n  S e c t i o n  8 . 4 .

T h e  r e a l - h e i g h t  s e c t i o n  a b o v e  t h e  s t a r t i n g  f r e q u e n c y  F A  i s  r e p r e s e n t e d  b y

MT- 1
h - H A

i - 1
J - r

(23 )

T h e  t e r m  q ( M T )  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  t h i c k n e s s  o f  t h e  u n d e r l y i n g  s l a b ,  f r o m  F N  =  0 . 3 F 1  t o  0 . 6 F 1 .
T h i s  t e r m  d o e s  n o t  a p p e a r  i n  ( 2 3 )  s i n c e  t h e  c o r r e s p o n d i n g  c o e f f i c i e n t s  B ( i , M T )  a r e  z e r o  i n  t h e  r e a l
h e i g h t  a r n a y s  ( e q u a t i o n s  5  t o  8 ) .  F o r  t h e  v i r t u a l - h e i g h t  a r r a y s  t h e  c o e f f i c i e n t s  B ( i , M T )  g i v e  t h e
m e a n  v a l u e  o f  ( u  -  1 )  i n  t h e  l i n e a r  s l a b ,  a t  t h e  f r e q u e n c y  F i .  T h e  c a l c u l a t e d  v a l u e  o f  q ( M T )
t h e n  g i v e s  t h e  t h i c k n e s s  o f  t h e  s l a b .

T h e  f i n a l  t e r m  i n  ( 2 3 ) ,  a t  j  =  N t + 1 ,  p r o v i d e s  t h e  c o n s t a n t  t e r m  r e q u i r e d  t o  a l l o w  a  s h i f t  i n
t h e  s t a r t i n g  h e i g h t  o f  t h e  p o l y n o m i a l .  T h u s  t h e  c a l c u l a t e d  v a l u e  o f  g ( M T + t )  g i v e s  t h e  r e a l - h e i g h t
c o r r e c t i o n  a t  t h e  f r e q u e n c y  F A  ( F i g .  1 0 ) .  F o r  t h i s  t e r m  b o t h  t h e  r e a l  a n d  v i r t u a l  h e i g h t  c o e f f i c i e n t s
B ( i , M T + 1 ) ,  i n  e q u a t i o n s  5  t o  8 ,  a r e  e q u a l  t o  u n i t y .  T h e  c o n s t a n t  t e r m . i s  p l a c e d  a t  t h e  e n d  o f  t h e
p v n e n < ' i n n  c n  t h A f  '

( a )  t h e  i n i t i a l  t e r m s  a r e  t h e  s a m e  f o r  b o t h  0  a n d  X - r a y  c a l c u l a t i o n s ,  a n d
( b )  t h e  c o e f f i c i e n t  q ( M T + 1 )  i s  r e a d i l y  m o d i f j e d  o r  r e m o v e d  f r o m  t h e  l e a s t - s q u a r e s  s o l u t i o n ,

' i f  t h e  c a l c u l a t e d  v a l u e  i s  p h y s i c a l l y  u n r e a s o n a b l e .

8 . 3 . 2  T e s t  e x a m o l e s

T w o  t e s t  m o d e l s  w e r e  d e v e l o p e d  f o r  e v a i u a t i n g  s t a r t  p r o c e d u r e s .  T h e s e  a r e  b a s e d  o n  A n e c i b o
b a c k s c a t t e r  d a t a  ( M c N a m a r a  a n d  T i t h e r i d g e ,  1 9 7 7 )  a n d  a r e  s h o w n  b y  t h e  s o l i d  l i n e s  i n  F i g .  1 i .
C o r r e s p o n d i n g  v i r t u a l  h e i g h t s  h ' o  a n d  h ' r ,  f o r  a  d i p  a n g l e  o f  2 0 ' ,  a r e  g i v e n  i n  F i q .  1 5  ( S e c t i o n
8 . 6 . 1 ) .  T h e  f i r s t  m o d e l  i n c o r p o r a t e s  a  s l o w l y - c h a n g i n g  g r a d i e n t  a b o v e  0 . 5  M H z ,  a n d  m u c h  o f  t h e  g r o u p
r e t a r d a t j o n  ( h  -  h )  i s  d u e  t o  t h e  f a i r l y  I a r g e  g r a d i e n t  d h l d F N  i n  t h e  r e f l e c t i n g  r e g i o n .  T h e
s e c o n d  m o d e l  ( F i g .  l i b )  h a s  a  s m a l l e r  a n d  m o r e  c o n s t a n t  g r a d i e n t  i n  t h e  r e f l e c t i n g  r e g i o n ,  w i t h  a
r a p i d  i n c r e a s e  i n  t h e  g r a d i e n t  ( a n d  i n  t h e  r e s u l t i n g  g r o u p  r e t a r d a t i o n )  a t  f r e q u e n c i e s  b e l o w  1 . 0  M H z .

T h e  d o t t e d  s e c t i o n  i n  F i g .  i 1 ( a )  i s  t h e  e q u i v a l e n t  m o n o t o n i c  r e p r e s e n t a t i o n  f o r  t h e  u n d e r l y i n g
i o n i s a t i o n .  T h i s  g i v e s  e x a c t l y  t h e  s a m e  v i r t u a l  h e i g h t s  f o r  b o t h  0  a n d  X  r a y s  ( a t  f r e q u e n c i e s  a b o v e
0 . 6  M H z )  a s  t h e  t r u e  p r o f i l e .  T h u s  i t  i s  a n  e x a c t l y  e q u i v a l e n t  s o l u t i o n  o f  t h e  g i v e n  v i r t u a l  h e i g h t
d a t a ,  a n d  i s  t h e  r e s u l t  t o w a r d s  w h i c h  a n  i d e a l  a n a l y s i s  s h o u l d  t e n d .  T h e  s l a b  s t a r t  c a l c u l a t i o n  w i t h
f m i n  =  1 . 0  M H z ,  g i v i n g  t h e  c i r c l e d  r e a l  h e i g h t s  a t  0 . 3 , 0 . 6  a n d  0 . 8  M H z ,  d o e s  r e p r e s e n t  t h i s
e q u i v a l e n t  p r o f i l e  q u i t e  a c c u r a t e l y .
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Figure  10 .  The genera l  fo rm o f  the
d a t a  d o w n  t o  a  m i n i m u m

S l a b  S t a r t  p r o f i l e ,  u s i n g  v i r t u a l - h e i g h t
( p l a s m a )  f r e q u e n c y  F 1 .

P l q s m o  F r e q u e n c y ,  M H z

F i g u r e  l l .  S o l i d  l i n e s  s h o w  t h e  m o d e l  r e a ) - h e i g h t  p r o f i l e s  3 A  a n d  3 8 .  C i r c l e s  ( j o i n e d
b y  c o n t i n u o u s  l i n e s ) ,  c r o s s e s  ( w i t h  h e a v y  b r o k e n  l i n e s )  a n d  t r i a n g l e s  ( w i t h  t h i n  b r o k e n
l i n e s )  g i v e  t h e  c a l c u l a t e d  r e a l - h e i g h t  p r o f i l e s  a t  a n  a n g l e  o f  2 0 ' u s i n g  d a t a  d o w n  t o
f m i n  =  1 . 0 ,  1 . 5  a n d  2 . 0  M H z  r e s p e c t i v e l y .  R e s u l t s  a t  7 0 ' d i p  a r e  s h o w n  b y  s o l i d  s y m b o l s
w h e r e v e r  t h e s e  c a n  b e  d i s t i n q u i s h e d  f r o m  t h e  2 0 .  r e s u l t s .
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C a i c u l a t i o n s  u s i n g  f m i n  =  1 . 5  o r  2 . 0  g i v e  a  s i m p l i f i e d  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  u n d e r l y i n g
i o n i s a t i o n ,  s h o w n  b y  t h e  b r o k e n  l i n e s  i n  F i g .  1 t ( a ) .  T h e s e  a p p r o x i m a t e  p r o f i l e s  s t i l l  g i v e  q u i t e
c l o s e l y  t h e  c o r r e c t  v a l u e  f o r  t h e  i n t e g r a l  o f  F N z d h .  T h e y  f i t  t h e  o b s e r v e d  v i r t u a l  h e i g h t s ,  a t  a l l
f r e q u e n c i e s ,  t o  w e l l  w i t h i n  e x p e r i m e n t a l  e r r o r .  T h e  d a t a  s e t  f o r  p r o f i l e  3 8  a t  D i p  7 0 ' w o u l d  n o t  b e
a n a l y s e d  f r o m  1 . 0  M H z ,  a s  d i s c u s s e d  i n  S e c t i o n  8 . 5 . 2 .  T h e  m a x i m u m  R . M . S .  f i t t i n g  e r r o r  f o r  t h e  o t h e r
1 i  c a l c u l a t i o n s  i n  F i q .  1 1  i s  D E V N  =  0 . 0 1  k m .  T h e  m e a n  v a l u e  i s  D E V N  =  0 . 0 0 3  k m .  S o  n o  f u r t h e r
i n f o r m a t i o n  i s  o b t a i n a b l e  a b o u t  t h e  u n o b s e r v e d  r e q i o n ,  a t  F N  f m i n ,  e v e n  i f  a l l  v i r t u a l  h e i g h t s  a r e
k n o w n  t o  a n  a c c u r a c y  o f  a b o u t  3  m e t r e s  ( j . e .  t o  1  p a r t  i n  1 0 3 ) .

U s i n g  0  a n d  X  d a t a  a t  t h e  n o r m a l  f r e q u e n c y  s p a c i n g  o f  a b o u t  0 . 1  M l l z ,  t h e  d e f a u l t  m o d e  5  i n
P 0 L A N  s e l e c t s  5  0 - r a y  p o i n t s  a n d  5  X - r a y  p o i n t s  f o r  t h e  s l a b  s t a r t  c a l c u l a t i o n  ( S e c t i o n  8 . 2 . 3 ) .  T h i s
g i v e s  a n  8 - t e r m  p o l y n o m i a l .  C a l c u l a t i o n s  w e r e  a l s o  r e p e a t e d  u s i n g  7  t e r m s .  F o r  e a c h  m o d e l  a n d  v a l u e
o f  f m i n  ( a p a r t  f r o m  t h e  c a s e  d i s c u s s e d  i n  S e c t i o n  8 . 4 . 2 ( b ) )  t h e  f o u r  i n d e p e n d e n t l y  c a l c u l a t e d  r e s u l t s
f o r  t h e  t h i c k n e s s  o f  t h e  l o w - d e n s i t y  s l a b  a g r e e d  t o  a b o u t  t 1 0 % .  V a l u e s  f o r  t h e  e l e c t r o n  c o n t e n t  a t
F N  <  0 . 8 f m i n  a g r e e d  t o  t { i t h i n  t 1 . l % .  T h j s  c o n f i r m s  t h a t  o n l y  t h e  t o t a l  a m o u n t  o f  i o n i s a t i o n ,  a n d  n o t
t h e  d j s t r i b u t i o n ,  i s  i m p o r t a n t  a t  F N  <  0 . B f m i n .  C a l c u l a t e d  h e i g h t s  a t  0 . 6 f m i n  h a d  a  m e a n  s p r e a d
o f  t 1 . B  k m  w i t h i n  e a c h  g r o u p .  T h e  s o l u t i o n  i s  t h e r e f o r e  s t a b l e  a n d  w e l l - d e f i n e d  i n  t h e  u n o b s e r v e d
r e g i o n .  I n  t h e  o b s e r v e d  r e g i o n  a l l  c a l c u l a t e d  h e i g h t s  w e r e  a c c u r a t e  t o  w i t h i n  a b o u t  0 . 1  k m  a t  a  d i p
a n g l e  o f  2 0 " ,  a n d  0 . 5  k m  a t  D i p  7 0 ' ,  f o r  a l l  v a l u e s  o f  f m j n .

V a l u e s  o f  h ' x  d i f f e r  a p p r e c i a b l y  a t  d i p  a n g l e s  o f  2 0 ' a n d  7 0 ' - -  p a r L i c u l a r l y  f o r  m o d e l  3 8 .
T h e  c h a n g e  o f  d i p  a n g l e  g i v e s  a  l a r g e  c h a n g e . i n  t h e  r e l a t . i v e  i m p o r t a n c e  o f  d i f f e r e n t  d e n s i t i e s  o f
u n d e r l y i n g  i o n i s a t i o n ,  a s  d i s c u s s e d  i n  A p p e n d i x  8 . 1 .  T h e  g o o d  c o n s i s t e n c y  o f  t h e  c a l c u l a t e d  m o d e l  f o r
t h e  u n s e e n  r e g i o n ,  w i t h  c h a n g e s  i n  d i p  a n g l e  a n d  i n  t h e  d e g r e e  o f  t h e  f i t t e d  p o l y n o m i a l ,  s h o w s  t h a t
w e  h a v e  a  r e l i a b l e ,  w e l l - d e f i n e d  r e s u l t .  C a l c u l a t i o n s  u n d e r  a  w i d e  r a n g e  o f  c o n d i t i o n s  s h o w  t h a t  t h e
r e a l - h e i g h t  e r r o r s  v a r y  s m o o t h l y  w i t h  d i p  a n g l e  ( a p a r t  f r o m  a n  i n c r e a s e  n e a r  d i p  3 5 ' ,  a s  i n  A p p e n d i x
8 . 2 ) .  F o r  d i p  a n g l e s  n e a r  2 9 ' g o o d  a c c u r a c y  i s  s t i l l  o b t a i n e d  i n  t h e  o b s e r v e d  r e g i o n  a l t h o u g h  t h e
d i s t r j b u t i o n  a t  F N  <  f m i n  c a n  b e  q u i t e  u n r e l i a b l e ,  a s  d i s c u s s e d  i n  S e c t i o n  8 . 1 .  T h e  m e a n  a c c u r a c y
o f  t h e  c a l c u l a t e d  h e i g h t s  i n  t h e  o b s e r v e d  r e g i o n  i s  s l i g h t l y  b e t t e r  t h a n  f o r  t h e  p o l y n o m i a l  s t a r t  o f
S e c t i o n  8 . 6 .  V a r i a t i o n s  i n  t h e  u n s e e n  r e g i o n  a r e ,  h o w e v e r ,  o n l y  a b o u t  h a l f  a s  1 a r g e .  T h i s  i n c r e a s e d
c o n s i s t e n c y  i s  t h e  m a i n  r e a s o n  f o r  p r e f e r r i n g  t h e  s l a b  s t a r t  j n  P 0 L A N .

8 .4  Phys ica l  Const ra in ts  and He igh t  I te ra t ion

8 . 4 .  I  C o n s t r a i n t s  i n c l u d e d  i n  t h e  l e a s t - s q u a r e s  s o l u t i o n

S t a r t  c a l c u l a t i o n s  b e g i n  f r o m  a  h e i g h t  H A  a t  a  s t a r t i n g  f r e q u e n c y  F A  ( F i g .  1 0 ) .  t , l i t h  0 - r a y  d a t a
o n 1 y ,  H A  i s  s e t  e q u a l  t o  a n  e s t i m a t e d  s t a r t i n g  h e i g h t  H S .  A t  S T A R T  =  0 . ,  H S  i s  c a l c u l a t e d  f r o m  a
l i m i t e d  e x t r a p o l a t i o n  o f  t h e  i n i t i a l  v i r t u a l - h e i g h t  t r a c e .  F o r  m o r e  r e l i a b l e  a n d  c o n s i s t e n t  r e s u l t s ,
S T A R T  i s  u s e d  t o  e n t e r  a  s u i t a b l e  m o d e l  s t a r t i n o  h e i o h t  ( o b t a i n e d  f r o m  t h e  r e s u l t s  o f  S e c t i o n s  6 . 3
a n d  b . 4  )  .

W h e n  X - r a y  d a t a  a r e  u s e d  i n  a  s t a r t  c a l c u l a t i o n ,  H A  i s  s e t  e q u a l  t o  a  r e a s o n a b l e  u p p e r  l i m i t
f o r  t h e  r e a l - h e i g h t  a t  t h e  f r e q u e n c y  F A  ( a s  d e s c r i b e d  i n  S e c t i o n  8 . 3 . i ) .  T h e  c o m b i n e d  0 / X  a n a l y s i s
t h e n  c a l c u l a t e s  t h e  r e a l - h e i g h t  c o r r e c t i o n  q ( M T + 1 )  a t  b h i s  f r e q u e n c y ,  a n d  t h e  t h i c k n e s s  q ( M T )  o f  a
l i n e a r  s l a b  r e p r e s e n t i n g  t h e  t o t a l  a m o u n t  o f  u n d e r l y i n g  i o n i s a t j o n  ( a s  i n  F i g .  1 0 ) .  T h i s  c a l c u l a t i o n
m a k e s  n o  d i r e c t  u s e  o f  t h e  m o d e l  s t a r t . i n g  h e i g h t  l l S .  l ^ l i t h  g o o d  d a t a  t n e  l e a s t - s q u a r e s  s o l u t i o n  o f
t h e  v i r t u a l - h e i g h t  e q u a t i o n s  g i v e s  w e l l - d e f i n e d  r e s u l t s  f o r  t h e  p a r a r n e t e r s  q i ,  c o r r e s p o n d i n g  t o  a
s h a r p  m i n i m u m  i n  t h e  R M S  v i r t u a l - h e i g h t  f i t t i n g  e r r o r .  D a t a  a r e  n o r r i r a l i y  l e s s  t h a n  i d e a 1 ,  h o w e v e r .
T h e  a b s e n c e  o f  X - r a y  d a t a  a t  1 o w  f r e q u e n c . i e s ,  o f f - v e r t i c a l  p r o p a g a t i o n  o f  s o r n e  r a y s ,  a n d  o t h e r  e r r o r s
p r o d u c e  i n c r e a s e d  u n c e r t a i n t y  i n  t h e  l e a s t - s q u a r e s  s o l u t i o n .  R e s u l t s  s t j l l  g i v e  t h e  v a l u e s  o f  q  f o r
w h i c h  t h e  r e a l - h e i g h t  p r o f i l e  b e s t  f j t s  t h e  v i r t u a l - h e i g h t  d a t a ,  b u t  t h i s  f i t  m a y  b e  n e a r l y  a s  g o o d
( o r  a s  b a d )  f o r  a  c o n s i d e r a b l e  r a n g e  o f  v a i u e s .

W i t h  p o o r  d a t a  w e  w o u l d  l i k e  r e s u l t s  t o  b e  b i a s e d  t o w a r d s  t h e  0 - r a y  m o d e l ,  b y  a n  a m o u n t  w h i c h
i n c r e a s e s  a s  t h e  b r o a d n e s s  o f  t h e  m i n i m u m  i n  t h e  l e a s t - s q u a r e s  s o l u t i o n  i n c r e a s e s .  T h i s  i s  a c h i e v e d
b y  a d d i n g  f u r t h e r  e q u a t i o n s  t o  t h e  l e a s t - s q u a r e s  s o l u t i o n ,  s e t t i n g  q ( M T )  a n d  q ( M T + 1 )  t o  v a l u e s
w h i c h  a g r e e  w i t h  t h e  m o d e l  0 - r a y  s t a r t j n g  h e i g h t  H S .  T h e s e  e q u a t i o n s  a r e  g i v e n  s o m e  1 o w  w e i g h t ,  s o
t h a t  t h e y  h a v e  l i t t l e  e f f e c t  o n  a  w e l l - d e f i n e d  X - r a y  c a l c u l a t i o n .  A n  i l l - d e f i n e d  s o l u t i o n  w i l l ,
h o w e v e r ,  b e  s h i f t e d  t o w a r d s  t h e  m o d e l  v a l u e s  o f  q ( 1 , 4 T )  a n d  q ( M T + 1 ) .

T o  i n c l u d e  p h y s i c a l  c o n d i t i o n s  i n  a  c o m b i n e d  0  a n d  X - r a y  s t a r t i n g  c a l c u l a t i o n ,  t h e  f o l i o w i n g
e q u a t i o n s  a r e  a d d e d  t o  t h e  s e t  o f  v i r t u a l - h e i g h t  e q u a t i o n s  u s e d  i n  t h e  l e a s t - s q u a r e s  s o l u t i o n .

A ( M T + 1 ;

0 . 3 q ( M T )

i . 6  ( H S  -  H A )

0 . 1 H S  -  6

( 2 4 )

( 2 5 )
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0 . 3 q ( M T - 1 )  =  0 . ( 2 6 )

T h e  f i r s t  t w o  c o n d i t i o n s  d e f i n e  a  s l a b  s t a r t  p r o f i l e  ( F i g .  1 0 )  w h i c h  c o r r e s p o n d s  a p p r o x i m a t e i y
t o  t h e  0 - r a y  p r o f i l e  w i t h  a  s t a r t i n g  h e i g h t  H S  ( a t  t h e  s t a r t i n g  f r e q u e n c y  f r ,  n o r m a l l y  0 . 5  M H z ) .  T h e
t h i r d  c o n d i t i o n  i n d i c a t e s  t h a t  w e  w o u l d  p r e f e r  t h e  l a s t  t e r m  i n  t h e  p o l y n o m i a l  r e a l - h e i g h t  e x p r e s s i o n
t o  b e  s m a l l  ( g i v i n g  a  l o w e r - o r d e r  s o l u t i o n ,  i f  t h e  d a t a  d o  n o t  r e q u i r e  o t h e r w i s e ) .  T h e  f a c t o r  0 . 3  i n
( 2 6 )  g i v e s  t h j s  r e l a t i o n  a  s m a l l  e f f e c t i v e  w e i g h t  i n  t h e  a n a l y s i s ,  o n l y  o n e  t e n t h  o f  t h a t  f o r
e q u a t i o n s  ( 2 a )  a n d  ( 2 5 ) .

B o t h  s i d e s  o f  e q u a t i o n s  ( 2 4 )  t o  ( 2 6 )  a r e  m u l t i p l i e d  b y  a  w e i g h t i n g  f a c t o r  | ^ l S  w h e n  t h e y  a r e
a d d e d  t o  t h e  s e t  o f  s i m u l t a n e o u s  e q u a t i o n s  i n  t h e  m a t r i x  B  ( S e c t i o n  7 . 3 ) .  W h e n  H S  j s  e s t i m a t e d  b y
e x t n a p o ) a t j o n  o f  t h e  j n i t i a l  0 - r a y  t r a c e ,  w e  u s e  t , , l S  =  0 . 1 .  T h e  a d d e d  c o n d i t i o n s  t h e n  h a v e  a  w e i g h t
o f  0 - 0 1 ,  s o  t h a t  t h e y  n o r m a l l y  h a v e  l i t t l e  e f f e c t  o n  t h e  s o l u t i o n .  W h e n  H S . i s  d e f i n e d  b y  a n  e n l e r e d
m o d e l  v a l u e  o f  S T A R T ,  t h e  w e i g h t  W S  i s  i n c r e a s e d  t o  0 . 5 .  T h e  c a l c u l a t e d  p r o f i l e  w i l l  t h e n  b e  b i a s e d
c o n s i d e r a b l y  t o w a r d s  t h e  s t a r t i n g  m o d e l ,  w h e n e v e r  t h e  d a t a  b y  t h e m s e l v e s  w o u l d  g i v e  a n  i l l - d e f i n e d  o r
a m b i  g u o u s  r e s u l  t .

N o t e  t h a t  t h e  a b o v e  c o n s t r a i n t s  h a v e  N O T  b e e n  i n c l u d e d  i n  a n y  o f  t h e  e x a m p l e s  d i s c u s s e d  w i t h i n
S e c t i o n  B  o f  t h i s  r e p o r t .  T h u s  F i g s .  1 1  t o  1 6  s h o w  r e s u l t s  w h i c h  d e p e n d  o n l y  o n  t h e  v i r t u a l - h e i g h t
d a t a .  I n c o r p o r a t i o n  o f  e q u a t i o n s  2 4  t o  2 6  i n  t h e  l e a s t - s q u a r e s  s o l u t i o n ,  u s i n g  a n y  r e a s o n a b l e  v i l u e
f o r  H S ,  c o n s i d e r a b l y  r e d u c e s  t h e  v a r i a t i o n s  o b t a i n e d  w i t h  p o o r  o a r a .

8 . 4 . 2  L i m i t s  p l a c e d  o n  t h e  c a l c u l a t e d  p r o f i l e

W i t h  a  s i m p l e  t w o - p a r a m e t e r  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  u n d e r l y i n g  i o n i s a t i o n ,  a s  i n  F i g .  1 0 ,
p h y s i c a l l y  r e a s o n a b l e  v i r t u a l - h e i g h t  d a t a  a l w a y s  p r o d u c e  p h y s i c a l ) y  r e a s o n a b l e  r e s u l t s .  i 4 e  c a n
t h e r e f o r e  r e q u i r e  t h a t  b a s i c  p h y s i c a l  c r i t e r i a  a r e  s a t i s f i e d  i n  t h e  u n o b s e r v e d  r e g i o n .  0 c c a s i o n a 1 1 y ,
w i t h  b a d  i n p u t  d a t a ,  a _ p h y s i c a l l y  a c c e p t a b l e  s h a p e  c a n n o t  b e  o b t a i n e d  w i t h o u t  i n c u r r i n g  a  l a r g e
i n c r e a s e  i n  t h e  v i r t u a l - h e i g h t  f i t t i n g  e r r o r .  I n  s u c h  c a s e s  s o m e  u n p h y s i c a l  v a r i a t i o n i  a r e  a l l o w e d
i n  t h e  u n o b s e r v e d  r e g i o n ,  t o  g i v e  a  b e t t e r - d e f i n e d  p r o f i l e  a t  f  >  f m i n .  A d j u s t m e n t  o f  t h e  s o l u t i o n
t o  i m p o s e  s o m e  p h y s i c a l  r e s t r i c t i o n  i s  d o n e  a c c u r a t e l y  a n d  r a p i d l y  b y  a d d i n g  a  f u r t h e r  e q u a t i o n  i n t o
t h e  p r e v i o u s  l e a s t - s q u a r e s  s o l u t i o n ,  u s i n g  t h e  s u b r o u t i n e  S 0 L V E  ( A p p e n d i x  F . 4 ) .  T h i s  q i v e s  n e w  v a l u e s
f o r  a l l  r e a l - h e i g h t  p a r a m e t e r s  q ( j ) ,  a n d  f o r  t h e  v i r t u a l - h e i g h t  f i t t i n g  e r r o r  D E V N .  S e v e r a l
m o d i f i c a t i o n s  o f  a  c a l c u l a t e d  p r o f i l e  c a n  t h e r e f o r e  b e  t r i e d ,  a d d . i n g  o r  a d j u s t i n g  c o n s t r a i n t s  u n t i l
t h e  s o l u t i o n  i s  p h y s i c a l l y  a c c e p t a b l e ,  w i t h  n o  s i g n i f i c a n t  i n c r e a s e  i n  c o m p u t a t i o n  t i m e .

A p p l  i c a t i o n  o f  p h y s i c a l  l i m i t s  g i v e s  a n  a u t o m a t i c  r e d u c t j o n  i n  t h e  e f f e c t s  o f  b a d  d a t a  i n  a l m o s t
a l l  c a s e s .  C o n d i t i o n s  ( i )  t o  ( i j i )  b e l o w  a r e  a p p l i e d  b y  t h e  s u b r o u t i n e  , A D J U S T  i m m e d i a t e l y  a f t e r
t h e  f i r s t  r e a i - h e i g h t  s o l u t i o n .  ( i v )  a n d  ( v )  a r e  c h e c k e d  i n  s e c t i o n  C X Z  o f  t h e  s u b r o u t i n e  S T A V A L .
C o n d i t i o n s  a r e  a p p ) i e d  i n  t h e  o r d e r  s h o w n ,  s o  t h a t  ( i i t ' )  i s  n o t  c h e c k e d  u n t i l  a  s o l u t i o n  h a s  b e e n
o b t a i n e d  w h i c h  s a t i s f i e s  ( i )  a n d  ( i i ) .  I n  m o s t  c a s e s  c u r i n g  o n e  b a d  c o n d i t i o n  ( e . g . a  n e g a t i v e
i n i t i a l  g r a d i e n t )  w i l l  a l s o  b r i n g  a b o u t  c o n f o r m i t y  w i t h  t h e  f o l l o w i n g  c o n d i t i o n s .  i h e  r e a i - h e i g h t
p a r a m e t e r s  d i r e c t l y  j n v o l v e d  i n  c h e c k s  ( i ) ,  ( i i )  a n d  ( i i ' i - i v )  a r e  q ( l ) ,  q ( M T )  a n d  q ( M T + t ) -
r e s p e c t i v e l y .  | , l h e n  a p p l i e d  i n  t h i s  o r d e r  t h e  a d d i t i o n  o f  o n e  c o n s t r a i n t  ( U y  t n e  s u b r o u t i n e  S 0 L V E )
r e t a i n s  a l l  p r e v i o u s  c o n s t r a i n t s .  E a c h  c o n s t r a i n t  i s  a d d e d  t o  t h e  s e t  o f  s i m u l t a n e o u s  e q u a r r o n s
w j t h  a  w e i g h t  o f  2 0  s o  t h a t  t h e  n e w  c o n d i t i o n  i s  c l o s e l y  m e t  b y  t h e  n e w  l e a s t - s q u a r e s  s o l u t . i o n .
T h e  l a r g e  w e i g h t  e n s u r e s  t h a t  a d d i t i o n  o f  s u b s e q u e n t  c o n s t r a i n l s  d o e s  n o t  s i g n i f i c a n t l y  a l t e r  t h e
p r e v i o u s l y - c o n s t r a i n e d  p a r a m e t e r s .  T h e  c o n s t r a i n t s  a p p l  i e d  a r e :

( i )  T h e . i n i t i a i  g r a d i e n t  q ( t )  =  d h l d F N  m u s t  b e  g r e a t e r  t h a n  2 . 0  k n / t 4 H z .  T h u s  i f  i n i t i a l l y
q (  1 )  <  2 . 0 ,  t h e  c o n d i t i o n  q (  1 )  =  2 . 0  i s  i m p o s e d  o n  t h e  s o l u t i o n .

( i i )  T h e  t h i c k n e s s  o f  t h . .  s l a b  o f  u n d e r l y i n g  i o n i s a t i o n ,  q ( M T ) ,  m u s t  b e  p o s i t i v e .  I f  i n ' i t i a l
c a l c u l a t i o n s  g i v e  . r  n e g a t i v e  r e s u l t  t h e  c o n d i t i o n  q ( M T )  =  0 . 1  i s  i m p o s e d .

( 1 i i )  T h e  c a l c u l a t e d  h e i g h t  a t  t h e  f r e q u e n c y  F A  m u s t  b e  l e s s  t h a n  H A .  T h i s  r e q u i r e s  t h a t  t h e
l a s t  p a r a m e t e r  q ( M T + 1 )  i n  t h e  r e a l - h e i g h t  e x p a n s i o n  m u s t  b e  n e g a t i v e

( i v )  l " l i t h i n  t h e  o b s e r v e d  r a n g e ,  s u c c e s s i v e  c a l c u l a t e d  r e a l  h e i g h t s  m u s t  g i v e  a  m e a n  g r a d i e n t  A h z A f
g r e a t e r  t h a n  2 . 0  k m / M H z .

( v )  F i n a 1 1 y ,  i f  a  h e i g h t - d e p e n d e n t  g y r o f r e q u e n c y  i s  b e i n g  u s e d ,  t h e  e n t i r e  s t a r t i n q  c a l c u l a t i o n  i s
r e p e a t e d  u s i n g  t h e  p r e v i o u s l y - c a l c u l a t e d  r e a l  h e i g h t s  t o  o b t a i n  a  m o r e  a c c u r a t e  v a l u e  o f  F H  f o r
e a c h  r a y .  I t e r a t i o n  c o n t i n u e s  u n t i l  t h e  c h a n g e s  i n  r e a l  h e i g h t  a r e  l e s s  t h a n  2  k m  ( g i v i n g  a n
a c c u r a c y  o f  b e t t e r  t h a n  0 . 1 %  i n  t h e  v a l u e  o f  F H  a t  r e f l e c t i o n ) .  0 p t i m u m  v a l u e s  o f  F H  f o r - u s e  i n
t h e  u n s e e n  r e g i o n  a r e  d e s c r i b e d  i n  A p p e n d . i x  C . 5 .

i J i t h  t h e  o v e r l a p p i n g - p o l y n o m i a l  a p p r o a c h ,  t h e  h i g h e s t  f r e q u e n c i e s  e m p i o y e d  i n  e a c h  s t e p  o f  t h e
c a l c u l a t i o n  s e r v e  o n l y  t o  e n s u r e  t h e  c o r r e c t  o v e r a l l  t r e n d  f o r  t h e  u p p e r  p a r t  o f  t h e  r e a l - h e i g h t
s e g m e n t .  T h u s  t h e  n u m b e r  N H  o f  f i n a l  r e a l  h e i q h t s  d e t e r m i n e d  i n  e a c h  s t e p  i s  n o r m a l l y  l e s s  t h a n  t h e
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h u m b e r  o f  0 - r a y  d a t a  p o i n t s .  C h e c k  ( i v )  i s  a p p l i e d  o n l y  t o  t h e  f i r s t  N H  c a l c u l a t e d  h e i q h t s ,  t o
e n s u r e  a n  a c c e p t a b l e  p r o f i l e .  I f  t h e  c h e c k  f a i l s ,  t h e  s t a r t  o f f s e t  q ( l 4 T + 1 )  i s  r e d u c e d  b y - a n  a m o u n t
e q u a l  t o  t h e  g r e a t e r  o f  ( 1 0  k m ,  9 . $ l q ( M T + 1 ) l  ) .  P r o g r a m m i n g  i s  a r r a n g e d  s o  t h a t  a p p l i c a t i o n  o f  t h i s
n e w  c o n s t r a i n t  a u t o m a t i c a l l y  r e m o v e s  a n y  p r e v i o u s  c o n s t r a j n t s  o n  a ( M T + 1 ; .  R e a l  h e i g h t s  a r e  t h e n
r e c a l c u l a t e d .  C h e c k  ( i v )  i s  i t e r a t e d  ( a  m a x i m u m  o f  1 0  t i m e s )  l o w e r i n g  t h e  s t a r t i n g  h e i g h t  u n t i l  e a c h
f i n a l  r e a l - h e i g h t  s t e p  c o r n e s p o n d s  t o  a  m e a n  g r a d i e n t  o f  g r e a t e r  t h a n  2 . 0  k n / M { z .

T h e  a b o v e  c h e c k s  t a k e  p l a c e  a u t o m a t i c a l l y ,  a d j u s t i n g  t h e  s t a r t  s o l u t i o n  t o  o b t a i n  a  r e s u l t
g i v i n g  t h e  b e s t  ( 1 e a s t - s q u a r e s )  m a t c h  w i t h  t h e  g i v e n  d a t a ,  s u b j e c t  t o  t h e  r e q u i r e m e n t  o f  a  p h y s i c a l l y
r e a s o n a b l e  p r o f i l e  j n  b o t h  t h e  o b s e r v e d  a n d  u n o b s e r v e d  r e g i o n s .  l , j i t h  g o o d  d a t a  c o r r e c t i y  s c a l e d ,  t h e
f i r s t  d i r e c t  s o l u t i o n  o f  t h e  v i r t u a l - h e i g h t  e q u a t i o n s  s e l d o m  r e q u i r e s  a n y  a d j u s t m e n t .  W i t h  p o o r  d a t a
t h e  c a l c u l a t e d  p r o f i l e  i s  n o t  w e l l - d e f i n e d ;  t h j s  j s  i n d i c a t e d  b y  a  l a r g e  v a l u e  f o r  t h e  R I 4 S  v i r t u a l -
h e l g h t  f i t t i n g  e r r o r  D E V N .  T h e  a d j u s t m e n t s  n e c e s s a r y  t o  o b t a i n  a  p h y s i c a l l y  m e a n i n g f u l  p r o f i l e  t h e n
c a u s e  l i t t l e  i n c r e a s e  i n  D E V N ,  s o  t h a t  t h e  f i n a l  r e s u l t  r e p r e s e n t s  a n  a l m o s t  e q u a l l y  g o o d  m a t h e m a t i c a l
s o l u t i o n  o f  t h e  g i v e n  d a t a .

A  p h y s i c a l l y  a c c e p t a b l e  p r o f i l e  i s  a l w a y s  d e m a n d e d  i n  t h e  o b s e r v e d  r e g i o n  a t  F N  >  f m i n .  0 n
r a r e  o c c a s i o n s  t h e  i n i t i a l  l e a s t - s q u a r e s  s o l u t i o n  i s  p h y s i c a l l y  i m p o s s i b l e  j n  t h e  u n o b s e r v e d  r e g i o n ,
b u t  i s  w e l l - d e f i n e d  i n  t h e  s e n s e  t h a t  a n y  c h a n g e s  c a u s e  a  l a r g e  i n c r e a s e  i n  t h e  f i t  p a r a m e t e r  D E V N .
T h i s  i m p l  i e s  t h a t  t h e  t r u e  d i s t r i b u t i o n  o f  u n d e r l y i n g  i o n i s a t i o n  i n v o l v e s  l a r g e  g r a d i e n t  c h a n g e s  i u s t
b e l o w  f m i n .  T h e s e  c a n n o t  b e  a d e q u a t e l y  m o d e l l e d  b y  a  m o n o t o n i c  t w o - p a r a m e t e r  d i s t r i b u t j o n  ( S e c t j o n
8 . 5 . 2 ) .  T h i s  c a s e  i s  a l l o w e d  f o r  b y  e x a m i n i n g  t h e  i n c r e a s e  i n  D E V N  c a u s e d  b y  a n  a p p l i c a t i o n  o f
c o n s t r a i n t  ( i i ) .  I f  D E V N  i n c r e a s e s  b y  m o r e  t h a n  2 5 %  w h e n  t h e  s l a b  t h i c k n e s s  i s  s e t  t o  z e r o ,  t h e
c o n s t r a i n t  i s  r e m o v e d  t o  a l l o w  a  n e g a t i v e  v a l u e  o f  q ( M T ) .  R e a l  h e i g h t s  i n  t h e  u n s e e n  r e g i o n  t h e n
d e c r e a s e  f r o m  0 . 3 f m i n  t o  0 . 6 f m i n ,  a n d  i n c r e a s e  r a p i d l y  a t  F N  >  0 . 6 f m i n .  R e a l  h e i g h t s  i n  t h e
o b s e r v e d  r a n g e  ( F N  >  f m i n )  a r e  c a l c u l a t e d  u s i n g  t h i s  u n p h y s i c a l  v a r i a t i o n  o f  u n s e e n  j o n i s a t i o n .
T h e  t r u e  c a l c u l a t e d  s t a r t  p a r a m e t e r s ,  w i t h  a  n e g a t i v e  v a l u e  f o r  S L A B ,  a r e  l i s t e d  b y  P 0 L A N .  T o  a v o i d
u p s e t t i n g  o p e r a t o r s  o r  p l o t t i n g  r o u t i n e s ,  h o w e v e r ,  t h e  f i n a l  r e a l - h e i g h t  a n d  f r e q u e n c y  a r r a y s  r e t u r n e d
b y  P 0 L A N  a r e  m o d i f i e d  t o  a  m o n o t o n i c  v a r i a t i o n  w i t h  t h e  s a m e  t o t a l  e l e c t r o n  c o n t e n t .  T h i s  e n t a i l s
r e p l a c i n g  t h e  i n i t i a l  p o i n t s  b y  a  f l a t  b a s e ,  e x t e n d i n g  u p  t o  a  p l a s m a  f r e q u e n c y  s l i g h t l y  g r e a t e r  t h a n
t h e  o r i g i n a l  s t a r t i n g  f r e q u e n c y  F A  ( a s  i n  t h e  e x a m p l e  o f  F i g .  1 2 ) .

P 0 L A N  n o r m a l l y  l i s t s  o n l y  t h e  f i n a l  s t a r t ,  v a 1 1 e y  a n d  p e a k  p a r a m e t e r s .  W h e n  t h e  i n p u t  p a r a m e t e r
L I S T  i s  n o n - z e r o ,  a d d i t i o n a l  i n f o r m a t i o n  i s  p r i n t e d  a s  d e t a i l e d  i n  S e c t i o n  i 0 . 3 . 2 .  T h i s  i n c l u d e s  t h e
i n i t i a l  p a r a m e t e r s  q ,  a n y  a d j u s t m e n t s  r n a d e  ( i n  c h e c k s  ( i )  t o  ( v )  a b o v e ) ,  t h e  r e a s o n  f o r  t h e
a d j u s t m e n t  a n d  t h e  r e s u l t i n g  i n c r e a s e  i n  D E V N .  T h u s  w i t h  p o o r  d a t a ,  f o r  w h . i c h  t h e  b e s t  m a t h e m a t i c a l
s o l u t i o n  i s  p h y s i c a l l y  u n d e s i r a b l e ,  w e  g e t  a n  o v e r a l l  b e s t - g u e s s  s o l u t j o n  a n d  a  l i s t l n g  o f  t h e
a d j u s t m e n t s  w h i c h  h a v e  b e e n  m a d e .  l f  t h e s e  a d j u s t m e n t s  a r e  l a r g e ,  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  s c a l i n g  e r r o r s
s h o u l  d  b e  e x a m i  n e d .

8 . 4 . 3  E x a m p l e s

N o t e  t h a t  a l l
p h y s i c a l  c o n s t r a i n t s
F i  g s .  1 2  a n d  1 3  h a v e
c o r r e c t i o n .

t h e  c a l c u l a t i o n s  d e s c r i b e d  w i t h i n  S e c t i o n  B  a r e  m a d e  w i t h o u t  i n c l u d i n g  t h e
o f  S e c t i o n  8 . 4 . 1  j n  t h e  l e a s t - s q u a r e s  s o l u t i o n ;  t h u s  t h e  v a r i a t i o n s  s h o w n  i n
n o t  b e e n  r e s t r i c t e d  b y  a n y  a s s u m p t i o n s  a b o u t  t h e  e x p e c t e d  s i z e  o f  t h e  s t a r t i n g

{ a  )  l l s , i n o  a c c r r r a t e  d a t a .

0 f  t h e  c a l c u l a t i o n s  d e s c r i b e d  i n  S e c t i o n  8 . 2 . 2 ,  o n l y  a n a l y s i s  o f  t h e  d i f f i c u l t  m o d e l  3 8  w i t h
f m i n  <  1 . 1  M H z  g i v e s  u n p h y s i c a l  s t a r t  p a r a m e t e r s .  T h e  e x t r e m e  c a s e  o c c u r s  a t  d i p  / 0 ' a n d  i s  s h o w n  i n
F i g . 7 2 .  D i r e c t  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  s l a b  s t a r t  c a l c u l a t i o n  g i v e s  t h e  v a r i a t i o n  s h o w n  b y  t h e  c o n t i n u o u s
l . i n e .  T h i s  a t t e m p t s  t o  s i m u l a t e  p e a k  r e t a r d a t i o n  b y  g i v i n g  t h e  m a x . i m u m  a r n o u n t  o f  h i g h  d e n s i t y
i o n i s a t j o n  ( c o m p a t i b l e  w i t h  a  s m o o t h  p o l y n o m i a l  v a r i a t i o n  d o w n  t o  0 . 6  M H z ) ,  p l u s  a  l a r g e  n e g a t i v e
a m o u n t  o f  i o n i s a t i o n  a t  F N  <  0 . 6  M H z .  T h e  r e s u l t  f i t s  0  a n d  X  v i r t u a l - h e i g h t  d a t a  t o  w e l l  w i t h i n
e x p e r i m e n t a l  e r r o r ,  a n d  g i v e s  g o o d  a c c u r a c y  i n  t h e  o b s e r v e d  r e g i o n ,  a s  s h o r ' / n  b y  t h e  " d ' i r e c t "  r e s u l t s
i n  T a b l e  6 .

T A B L E  6 -  R e s u l t s  f r o m  t h e  s l a b  s t a r t  c a l c u l a t i o n  o f  F i g u r e  1 2 ,  w h e r e  " D i r e c t "

r e s u l t s  a r e  p l o t t e d  a s  a  c o n t i n u o u s  l i n e  a n d  " A d j u s t e d "  r e s u l t s  a s  a  b r o k e n  l i n e .

A n a l y s i  s q ( t l T )
V i  r t u a l  - h e i  g h t

e r r o r  D E V N
R e a l - h e i g h t  e r r o r  a t  f  =

1 . 0  1 . 2  1 . 5  2 . 0 l4Hz

D. i  rec t
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F i g u r e  1 2 .  T h e  t e s t  p r o f i l e  3 B  ( h e a v y
d a t a  a t  i n t e r v a l s  o f  0 . 1  M H z  i n  F N  f r o m
i e s u l t  o f  a  ' s l a b  s t a r t ' c a l c u l a t . i o n .
g t v e s  t h e  b r o k e n - l  i n e  v a r i a t i o n .

0 . 6  0 8  ' , l  0  1 . 2  1 t  1 6
P l o s m o  F r e q u e n c y ,  M H z .

I  i n e )  a n a l y s e d  a t  d  i p  2 0 . ,  u s i n g  0  a n d  X - r a y
f m i n  =  i . 0  M l i z .  T h e  f i n e  l i n e  i s  t h e  d i r e c t

I m p o s i n g  p h y s i c a l  c o n s t r a i n t s  o n  t h j s  r e s u l t

( reduced ,
h ' =  2  9  k m

A n : 6  /  K m

F i g u r e  1 3 -  A n a i y s i s  o f  i o n o g r a m  d a t a  a t  a  d i p  a n g l e  o f  5 7 " ,  u s i n g  a  t o o - s m a l l  v a l u e  o f  t h e  g y r o -
f r e q u e n c y  F H .  T h e  h o r i z o n t a l  s c a l e  i s  p r o p o r t i o n i l  t o  F l l 2 .  p r o f i l e  A  i s  t h e  f i r s t  r e s u l t  o i - t h e
s t a r t  c a l c u l a t i o n .  A u t o m a t i c  c o r r e c t i o n s  f o r  i n i t i a l  g r a d i e n t  a n d  s t a r t  o f f s e t  p r o d u c e  B  a n d  C .
E l i m i n a t i o n  o f  n e g a t i v e  g r a d i e n t s  t h e n  g i v e s  E ,  w h e r e  t h e  c a l c u l a t e d  r e a l  h e i g h i s  a r e  m a r k e d  + .
A n a l y s i s  u s i n g  t h e  c o r r e c t  v a l u e  o f  F H ,  w i t h  ( a u t o m a t i c )  r e j e c t i o n  o f  t h e  f i f t [  0 - r a y  p o i n t  f r o m
t h e  s t a r t  c a l c u l a t i o n ,  g i v e s  t h e  p r o f i l e  F  w h i c h  f i t s ; l l  v i r t u a l  h e i q h t s  t o  w i t h i n  1  k m .
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T h e  c a l c u l a t e d  p a r a m e t e r  q ( M T ) ,  g i v i n g  t h e  t h j c k n e s s  o f  t h e  l o w - d e n s i t y  s 1 a b ,  h a s  a  p h y s i c a l l y
i m p o s s i b l e  n e g a t i v e  v a l u e  i n  t h e  f i r s t  c a l c u ' l a t i o n .  P 0 L A N  t h e n  a u t o m a t i c a l l y  a d j u s t s  t h e  s o l u t i o n  s o
t h a t  q ( M T )  i s  z e r o ,  g i v i n g  t h e  b r o k e n - l i n e  p r o f i l e  i n  F i g .  1 2 .  A s  s h o w n  b y  t h e  b o t t o m  l i n e  o f  T a b l e
6 ,  t h i s  a p p r e c i a b l y  i n c r e a s e s  t h e  r e a l - h e i g h t  e r r o r s  a n d  c o n s i d e r a b l y  i n c r e a s e s  t h e  v i r t u a l - h e i g h t
f i t t i n g  e r r o r  D E V N .  T h e  l a t t e r  e f f e c t  s h o w s  t h a t  t h e  o r i g i n a l  u n p h y s i c a l  p r o f i l e  w a s  n o t  a n  i l l -
d e f i n e d  s o l u t i o n ,  b u t  a  g e n u i n e  ( a n d  w o r t h w h i l e )  a t t e m p t  t o  c o p e  w i t h  a  d i f f i c u l t  d i s t r i b u t i o n  o f
u n d e r l y i n g  i o n i s a t i o n .  T h e  c o n s t r a i n t  q ( M T )  -  0  j s  t h e r e f o r e  r e m o v e d ,  a n d  t h e  o r i g i n a l  s o l u t i o n
a c c e o t e d .  T h e  s t a r t  c o n s t a n t s  a r e  l i s t e d  a s : -

" S T A R T  C 0 R R E C T I 0 N  =  - 2 8 9  k m ,  S L A B  =  - 3 1 0  k m " .

D a t a  i n  t h e  r e a l - h e i g h t  a r r a y  a r e ,  h o w e v e r ,  m o d i f j e d  a s  s h o w n  b y  t h e  d o t t e d  l i n e  i n  F i g .  1 2 .  T h i s
g i v e s  a  f l a t  b a s e  w i t h  a  h e i g h t  a n d  p l a s m a  f r e q u e n c y  ( 0 . 6 7  M H z )  c a l c u l a t e d  t o  g i v e  t h e  s a m e  t o t a l
e l e c t r o n  c o n t e n t  a s  t h e  o r i o i n a l  ( c o n t i n u o u s  l  i n e )  c a l c u l a t i o n .

( b )  | , , l i t h  b a d  d a t a .

C o m m o n  d a t a  e r r c r s ,  a n d  t h e  r e s u l t i n g  t r e a t m e n t ,  a r e  i l l u s t r a t e d  i n  F i g .  1 3 .  C i r c l e s  a n d  c r o s s e s
s h o w  0  a n d  X  r a y  d a t a ,  s c a l e d  f r o m  a  C a n b e r r a  i o n o g r a m ,  p l o t t e d  a g a i n s t  t h e  p l a s m a  f r e q u e n c y  a t
r e f l e c t i o n .  T h . i s  w a s  d o n e  u s i n g  t h e  g i v e n  g r o u n d  v a l u e  o f  F H  ( 1 . 5 2  M H z )  e x t r a p o l a t e d  t o  1 4 0  k m .  T h e
m a i n  d a t a  e r r o r  i s  i m m e d i a t e l y  a p p a r e n t ;  w h i l e  t h e  0  r a y  s h o w s  c o n s i d e r a b l e  c u s p  r e t a r d a t i o n  a t  3 . 5
M H z ,  t h e  c o r r e s p o n d i n g  X - r a y  c u s p  o c c u r s  a t  a  c o n s i d e r a b l y  h i g h e r  p l a s m a  f r e q u e n c y .  T h u s  t h e  v a l u e  o f
F H  i s  i n c o r r e c t .  T h e  " g r o u n d "  v a l u e  o f  I . 5 2  i s  i n  f a c t  t h e  E - r e g i o n  v a 1 u e .  A ' l l o w a n c e  f o r  t h i s  e r r o r
m o v e s  t h e  X - r a y  p o i n t s  d o w n  ( i n  p l a s m a  f r e q u e n c y )  a s  s h o w n  b y  t h e  d o t t e d  l i n e ,  s o  t h a t  t h e y  b e c o m e
c o m p a t i b l e  w i t h  t h e  0  d a t a ;  d i r e c t  a n a l y s i s  t h e n  g i v e s  t h e  p r o f i l e  F  s h o w n  b y  t h e  f i n e  l  i n e .

A  s e c o n d  e r r o r  i n  t h e  d a t a  o f  F i g .  l 3  i s  t h e  s c a l i n g  o f  o n l y  t h r e e  0 - r a y  p o i n t s  b e f o r e  c u s p
r e t a r d a t i o n  b e c o m e s  i m p o r t a n t .  T h i s  v i o l a t e s  c o n d i t i o n  ( i v )  o f  8 . 5 . 3 .

A  n o r m a l  s t a r t  c a l c u l a t i o n  ( w i t h  P O L A N  M o d e  5 )  u s e s  5  v a l u e s  o f  h ' o ,  a n d  t h e  c o n d i t i o n s  o f
S e c t i o n  8 . 2 . 3  i n c l u d e  a l l  4  v a l u e s  o f  h ' x  i n  F i g .  1 3 .  D i r e c t  f o r m u l a t i o n  a n d  s o l u t i o n  o f  t h e
v i r t u a l - h e i g h t  e q u a t i o n s  g i v e s  t h e  r e a l - h e i g h t  c u r v e  A  ( p l o t t e d  o n  a  r e d u c e d  s c a l e ) .  A p p l i c a t i o n  o f
c h e c k  ( i )  a b o v e  s e t s  q ( 1 )  =  2 . 0  k n / l 4 H z  g i v i n g  c u r v e  B .  C h e c k  ( i i i )  r e d u c e s  t h e  s t a r t i n g  h e i g h t
o f  t h e  p o l y n o m i a i  t o  g i v e  c u r v e  C .  A p p l i c a t i o n  o f  t h e s e  t w o  c h e c k s  i n  t h e  r e v e r s e  o r d e r  w o u l d  g i v e  D ;
a  w o r s e  r e s u l t  t h a n  C  s i n c e  i m p o s i t i o n  o f  c h e c k  ( i i i )  r e m o v e s  t h e  i n i t i a l  n e g a t i v e  g r a d i e n t ,  a n d  q ( 1 )
i s  n o t  s e t  e q u a l  t o  2 . 0 .  I n  t h e  c o n s i d e r a b l e  c h a n g e  f r o m  A  t o  C  o r  D  t h e  v . i r t u a l - h e i g h t  f i t t i n g
e r r o r  D E V N  i n c r e a s e s  b y  o n l y  2 0 %  ( f r o m  2 . 9  t o  3 . 5  k m )  s h o w i n g  t h a t  t h e  o r i g i n a l  h i q h l y  d j s t o r t e d
p r o f i 1 e  w a s  n o t  w e l l - d e f i n e d .

C u r v e  C  i s  f u r t h e r  a d j u s t e d  d o w n w a r d s  b y  c o n d i t i o n  ( i v )  a b o v e  t o  g i v e  t h e  r e s u l t  E .  T h i s
i n c r e a s e s  t h e  v i r t u a l - h e i g h t  f i t t i n g  e r r o r  b y  a  f u r t h e r  3 0 % ,  a n d  g i v e s  ( w i t h  n o  o p e r a t o l i n t e r v e n t i o n )
a  r e a s o n a b l e  r e s u l t  f r o m  v e r y  b a d  d a t a .  T h e  f i n a l  d o w n w a r d s  a d j u s t m e n t  o f  t h e  p o l y n o m i a l  s t a r t i n g
p o i n t  ( H A , F A )  h a s  p r o d u c e d  a  p h y s i c a l l y  i m p o s s i b l e  h e i g h t  i n c r e a s e  a t  l o w e r  f r e q u e n c i e s .  T h j s  i s
w e l l  b e l o w  t h e  o b s e r v e d  p a r t  o f  t h e  p r o f i i e ,  a n d  h a s  b e e n  r e q u i r e d  t o  c o p e  w i t h  t h e  ( p h y s i c a l l y
i m p o s s i b l e )  d a t a .  I t  i s  t h e r e f o r e  n o t  d e l e t e d  f r o m  t h e  m a t h e m a t i c a l  s o l u t i o n ,  w h i c h  j s  u s e d  t o
c a l c u l a t e  f o l l o w i n g  h e i g h t s .  T h e  f i n a l  o u t p u t  a r r a y s  a r e ,  h o w e v e r ,  a d j u s t e d  a s  s h o w n  b y  t h e  d o t t e d' l i n e  

t o  g i v e  a  m o r e  u s a b l e  v a r i a t i o n  a t  l o w  f r e q u e n c i e s  ( a s  i n  8 . 4 . 1 ) .

T h e  c u r r e n t  v e r s i o n  o f  P 0 L A N  c h e c k s  t h e  m e a n  g r a d i e n t  d h ' / d F N  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  h i g h e s t  t w o
f r e q u e n c i e s  u s e d  i n  a  s t a r t  c a l c u l a t i o n .  I f  t h i s  g r a d i e n t  e x c e e d s  2 0 0  k m / M H z ,  t h e  l a s t  p o i n t  i s
r e j e c t e d  ( S e c t i o n  8 . 2 . 3 ) .  W i t h  t h e  d a t a  o f  F i g .  1 3  t h i s  a u t o m a t i c  c h e c k  l i m i t s  t h e  s t a r t  c a l c u . l a t i o n
t o  f o u r  0 - r a y s  a n d  t h r e e  X - r a y s .  A n a l y s i s  w i t h  t h e  i n c o r r e c t  v a l u e  o f  F H  t h e n  g . i v e s  a  r e s u l t  w h i c h  i s
a p p r e c i a b l y  m o r e  a c c e p t a b l e  i n  t h e  u n s e e n  r e g i o n .  I n  a d d i t i o n ,  i n c l u s i o n  o f  t h e  p h y s i c a l  c o n s t r a i n t s
d e s c r i b e d  i n  S e c t i o n  8 . 4 . 1  g r e a t l y  r e d u c e s  u n p h y s i c a l  v a r . i a t i o n s  o f  t h e  t y p e  s h o w n  i n  F . i g .  1 3 .

8 . 5  T h e  C h o i c e  o f  S c a l i n g  F r e q u e n c i e s

C o r r e c t i o n s  f o r  u n d e r l y i n g  i o n i s a t i o n  a r e  b a s e d  o n  t h e  d i f f e r e n c e  h ' ,  -  h ' o  f o r  0  a n d  X
r a y s  r e f l e c t e d  a t  a p p r o x i m a t e l y  t h e  s a m e  p l a s m a  f r e q u e n c y  F R .  A  f i r s t  o r d e r  c o r r e c t i o n  f o r  d e ) a y
i n  t h e  u n d e r l y i n g  r e g i o n  i s  o f t e n  a l l  t h a t  c a n  b e  r e l i a b l y  o b t a i n e d .  I n  t h i s  c a s e  o n l y  a  s i n g l e
v a l u e  o f  h ' x  i s  n e c e s s a r y .  P r o v i d e d  t h e  p r o f i l e  i s  n o t  c h a n g i n g  r a p i d l y  n e a r  f m i n ,  a n d  t h e r e
a r e  n o  u n d e r l y i n g  p e a k s  w i t h  p l a s m a  d e n s i t i e s  g r e a t e r  t h a n  a b o u t  0 . 7 f m i n ,  t h i s  s i n g l e  m e a s u r e m e n t
i s  s u f f i c i e n t  t o  d e t e r m i n e  t h e  o v e r a l l  e f f e c t  o f  t h e  l o w - d e n s i t y  i o n i s a t i o n .  S c a l i n g  o f  a d d i t i o n a l
p o i n t s  t h e n  c o n t r i b u t e s  l i t t l e  t o  t h e  t h e o r e t i c a l  a c c u r a c y ,  b u t  w i l l  h e l p  t o  m i n i m i s e  t h e  e f f e c t s  o f
e x p e r i m e n t a J  e r r o r s .
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i ^ J i t h  d i f f i c u l t  j c n o g r a m s  ( a s  j n  8 . 5 . 2  b e l o w )  a c c u r a t e  r e s u l t s  m u s t  u s e  t w o  p a r a m e t e r s  f o r  t h e
u n d e r l y i n g  i o n i s a t j o n .  T h i s  r e q u i r e s  a  m j n i m u m  o f  t w o  s c a l e d  v a l u e s  o f  h ' * ,  w h i c h  d e f i n e  t h e  r a t e
a t  r , r h i c h  . h ' ,  

- l ] ' u  c h a n g e s  r , r l t h  f r e q u e n c y .  T o  d e t e r m i n e  t h " i s  c h a n g e  a c c u r a t e l y ,  n r e a s u r e m e n t s  m u s t
c o v e r  a  m j n i r n u m  f r e q u e r l c y  r a n g e  o f  a b o u t  0 . 2  l l h z .  T h e  d j f f e r e n c e  h ' x  -  h ' o  d u e  t o  u n d e r l y i n g
' i o n i s a t i o n  d e c r e a s e s  r a p i d l y  w i t h ' i n c r e a s i n g  f r e q u e n c y ,  s o  t h a t  u s e  o f  a  f r e q u e n c y  r a n g e  g r e a t e r  t h a n
0 . 7  M h z  a d d s  l i t t l e ' i n f o r m a t j o n  a b o u t  t h e  u n s e e n  r e g i o n ,  a n d  h a s  t h e  d i s a d v a n t a g e  o f  i n c l u d i n q  g r e a t e r
v a r j a t ' i o n s  i n  t h e  g r a d i e n t  a t  r e f l e c t j o n .

T h e  t e s t  m o d e l s  3 4  a n d  3 8  u s e d  p r e v i o u s l y  a r e  d e r i v e d  f r o m  r e a l  d a t a  a n d  r e p r e s e n t  t h e  t w o  b a s i c
t y p e s  o f  u n c l e r l y i n g  p r o f i l e .  

- l h e y  
a r e  t h e r e f o r e  a p p r o p r i a t e  f o r  i n v e s t j g a t i n g  t h e  e f f e c t  o f  d i f f e r e n t

s c a l i n g  r u l e s .  M o d e l  3 A  g i v e s  s 1 o w 1 y - v a r y i n g  v i r t u a l  h e i g h t s  n e a r  f m i n ,  a s  c o n s i d e r e d  i n  8 . 5 . 1 .  F o r
n r o d e l  3 B  t h e  v j r t u a l  h e i g h t s ' i n c r e a s e  r a p i d l y  a t  i o w  f r e q u e n c i e s ,  a n d  s c a l i n g  r u l e s  f o r  t h i s  c a s e  a r e
d i s c u s s e d  i n  S e c t j o n  B . 5 . 2 .  R e c o m m e n d e d  s c a l i n g  r u l e s  d e r i v e d  f r o m  t h e s e  a n d  o t h e r  t e s t s ,  a n d  f r o m
t h e  s t u d i e s  o f  A p p e n d i x  B ,  a r e  s u m n r a r i s e d  i n  S e c t i o n  1 0 . 4 .

8 . 5 . 1  i o n o g r a n r s  w i t h  h ' v a r y i n g  s 1 o w 1 . y  n e a r  f m i n

t . l s i n g  e  j t h e r  t h e  p o l y n o m i a i  s t a r t  ( S e c t i o n  8 . 6 . 1 )  o r  t h e  s l a b  s t a r t  i n  P 0 L A N ,  c a l c u l a t e d  r e a ' l
h e i g h t s  f o r  m o d e l  3 4  a r e  a c c u r a t e  t o  w j t h j n  a b o u t  0 . 1  k m  f o r  a l l  d i p  a n g l e s  a n d  f o r  v a l u e s  o f  f m i n
f r o m  a b o u t  0 . 8  t o  2 . 5  M H z .  T h i s  i s  s h o w n ,  f o r  r e p r e s e n t a t i v e  l o w  a n d  h ' i g h  d i p  a n g i e s ,  i n  F i g .  1 i .
T h e  v j r t u a l - h e f g h t  d a t a  a r e  f i t t e d  w i t h  a n  R M S  e r r o r  o f  l e s s  t h a n  5  m e t r e s  o v e r  t h e  a b o v e  r a n g e  o f
f m ' i n  a n d  f o r  m o s t  r e a s o n a b l e  s c a l i n g  i n t e r v a l s .  R e s u l t s  a r e  t h e n  l i m i t e d  b y  e x p e r i m e n t a l  a c c u r a c y ,
a n d  s c a l i n g  r e q u i r e n e n t s  a r e :  ( j )  u s e  d a t a  a t  t h e  l o w e s t  a v a i l a b l e  f r e q u e n c i e s ,  w h e r e  h ' x  -  h ' o  i s
n r o a t o c t  ; n r l  / i i )  u s e  a  f r e q u e n c y  i n t e r v a l  a f  s u f f i c i e n t l y  l a r g e  t h a t  s u c c e s s i v e  s c a l i n g sJ  v  t  u r r v  \

r e p r e s e n t  e s s e n t  i  a 1  1 y  i  n d e p e n d e n t  m e a s u r e m e n t s .

O - r a y  d a t a  a r e  n o r m a l l y  s c a l e d  a t  a  f r e q u e n c y  i n t e r v a l  A f  o f  a b o u t  0 . 1  M H z .  W h e n  t h e  t r a c e  i s
i r r e g u l d r  o l i l l - d e f " i n e d ,  a d d i t i o n a l  p o i n t s  s h o u l d  b e  s c a l e d  i n  t h e  r a n g e  f r o m  f m i n  t o  f m i n  +  0 . 4
l \ H z .  S u c h  p o i n t : ;  a r e  a u t o m a t ' i c a 1 1 y  i n c l u d e d  i n  a  s t a r t  c a l c u l a t i o n  b y  P 0 L A N ,  w i t h o u t  a n y  i n c r e a s e  i n
r h o  r l o r r r o a  n r  r n e  f i t t e d  p o l y n o m i a l ,  t o  g i v e  i n c r e a s e d  s m o o t h i n g  o f  r a n d o m  e r r o r s  ( S e c t j o n  8 . 2 . 3 ) .
S c a l i n g  i n t e r v a l s  l e s s  t h a n  0 . 1  M H z  a r e  a l s o  u s e d  ( t h r o u g h o u t  t h e  i o n o g r a m )  w h e n e v e r  m a x i m u m  a c c u r a c y
i s  r e q u i r e d  r e g a r d l e s s  o f  s c a l i n g  a n d  c o m p u t e r  t i m e .  S u c h  d a t a  w o u l d  u s u a l l y  b e  a n a l y s e d  u s i n g
M O D E  >  5  ' i n  P 0 L A N  t o  g i v e  a d d i t i o n a l  p o i n t - t o - p o i n t  s m o o t h i n g  o f  t h e  d a t a .  0 n  s o m e  o c c a s i o n s  s m a l l
i n i t j a l  v a l u e s  o f  A f  a r e  r e q u i r e d  t o  o b t a i n  a t  l e a s t  5  v i r t u a l  h e i g h t s  b e f o r e  t h e  r e t a r d a t i o n  d u e  t o
a n  o b s e r v e d  c u s p  o r  p e a k  b e c o m e s  d p p r e c j a b l e ;  t h i s  i s  d i s c u s s e d  j n  S e c t i o n  8 . 2 . 3 .

W i t h  s 1 o w 1 y - v a r y i n g  v i r t u a l  h e i g h t s ,  s c a l i n g  3  t o  5  X - r a y  p o i n t s  i s  a d e q u a t e .  T h e  p i a s m a
f r e q u e n c i e s  a t  r e f l e c t j o n  ( F R x )  f o r  t h e s e  p o i n t s  s h o u l d  c o n f o r m  t o  o n e  o r  b o t h  o f  t h e  r e l a t i o n s

F R x  (  f m i n + 0 . 4 5  M H z

o r  F R * F M  +  0 . 0 5  M H z

( 2 7  a )

( 2 7 b )

w h e r e  f m j n  a n d  F M  a r e  t h e  f r e q u e n c j e s  o f  t h e  f i r s t  a n d  f i f t h  s c a l e d  0  r a y s .  T h u s  X - r a y  d a t a
s h o u l d  n o r m a l l y  b e g i n  a t  a  w a v e  f r e q u e n c y  f *  w i t h i n  1  M H z  o f  f m i n .  A s  w i t h  t h e  0  r a y ,  o n l y  p o i n t s
w e l  I  b e l o w  o b s e r v e d  c u s p s  o r  p e a k s  s h o u l d  b e  i n c l u d e d .

0 c c a s i o n a l l y  X - r a y  t r a c e s  w j l l  b e  o b s e r v e d  o n l y  a t  F R x  )  f m j n  +  0 . 4 5  i \ 1 H 2 .  A b o u t  t h r e e  p o i n t s
a r e  t h e n  s c a l e d ,  a t  i n t e r v a l s  o f  0 " 0 5  t o  0 . 1  M H z  f r o m  t h e  l o w e s t  u s a b l e  f r e q u e n c y .  A  c a r e f u l
o p e r a t o r  w i l l  a l s o ' i n c r e a s e  t h e  f r e q u e n c y  i n t e r v a l  f o r  t h e  s c a l e d  0 - r a y  p o i n t s ,  s o  t h a t  F M  s a t ' i s f i e s
( 2 7 b ) .  i f  t h ' i s ' i s  n o t  d o n e ,  h o w e v e r ,  P 0 L A N  w i l l  a u t o m a t i c a l l y  i n c l u d e  a d d i t i o n a l  0 - r a y  p o i n t s  i n  t h e
s t a r t  c a l c u l a t i o n  u n t j l  t h e  h i g h e s t  0 - r a y  f r e q u e n c y  ( F M )  i s  g r e a t e r  t h a n  t h e  f i r s t  v a l u e  o f  F R r .  A l l
X  r a y s  w f t h  F R *  )  F M  +  0 . 0 5  a r e  t h e n  a c c e p t e d .  T h i s  a u t o m a t i c  a d j u s t m e n t  b r i n g s  a t  l e a s t  o n e ,  a n d
g e n e r a l l y  2  o r  3 ,  X - r a y  p o i n t s  i n t o  t h e  r a n g e  o f  t h e  s t a r t  c a j c u l a t i o n .

8 . 5 . 2 .  I o n o g r a m s  w i t h  h '  i n c r e a s i n g  n e a r  f m i n

T h e  o c c u r r e n c e  o f  a  l a r g e ,  r a p i d  i n c r e a s e  i n  g r o u p  r e t a r d a t i o n  f o r  b o t h  t h e  0  a n d  X  r a y s  n e a r
f m i n  i n d i c a t e s  t h e  p r e s e n c e  o f  a n  u n d e r l y i n g  p e a k ,  w i t h  a  c r i t j c a l  f r e q u e n c y  F C s  e x c e e d ' i n g  a b o u t
0 . B f m j n .  I n  t h e  e q u i v a l e n t  m o n o t o n i c  p r o f i l e  t h i s  c o r r e s p o n d s  t o  a n  a b r u p t  c h a n g e  f r o m  a  s m a l l  t o  a n
i n f i n i t e  v a l u e  o f  d h l d F N .  T h e  a s s u m p t i o n  o f  a  s m o o t h ' l y - c h a n g i n g  g r a d i e n t  b e l o w  f m i n  j s  t h e r e f o r e
v i o l a t e d ,  a n d  a d d i t i o n a l  p a r a m e t e r s  m u s t  b e ' i n t r o d u c e d  i f  t h i s  p a r t  o f  t h e  t r a c e  i s  t o  b e  a n a l y s e d .

I f  t h e  u n d e r l y i n g  c r i t i c a l  f r e q u e n c y  F C s  i s  g r e a t e r  t h a n  a b o u t  0 . 9 f m j n ,  o b s e r v e d  0  a n d  X
t r a c e s  n e a r  f m i n  a r e  h i g h l y  r e t a r d e d .  A n a ' l y s i s  o f  t h e s e  s e c t i o n s  c o u l d  y i e l d  i n f o r m a t i o n  o n  t h e
d e n s ' i t y  a n d  t h i c k n e s s  o f  t h e  p e a k .  H o w e v e r  t h e  s i t u a t i o n  j s  e s s e n t i a l l y  t h e  s a m e  a s  t h a t  d e s c r i b e d  b y
L o b b  a n d  T i t h e r i d g e  ( I 9 7 7 a )  i n  c o n n e c t ' i o n  w i t h  " r e s t a r t "  c a l c u l a t i o n s  a b o v e  a n  E / F  l a y e r  v a l l e y "  T h e
u s e  o f  d a t a  a t  f r e q u e n c i e s  w i t h i n  0 . L  t 4 { z  o f  f o E  q i v e s  i n c r e a s e d  e r r o r s  i n  t h e  c a l c u l a t e d  F - ' l a y e r
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h e i g l r t s ,  u n l e s s  t h e  v a l u e  o f  f o t  i s  k n o w n  t o  w j t h j n  I ' / o .  T h i s  p r e c i s ' i o n  i s  b a r e l y  o b t a ' i n a b l e  w h e n
l - - 1 i y e r  v j r t u a l  h e i g h t s  a r e  o b s e r v e d ;  . i t  i s  q u i t e  u n o b t a i n a b l e  w h e n  f o E  <  f m i n .  T r a c e s  w h j c h  a r e
h i g h l y  r e t a r t i e d  t y  t h e  p r e s e n c e  o f  a n  u n c l e r l y i n g  p e a k  s h o u l d  t h e r e f o r e  n o t  b e  i n c l u d e d ;  w h a t e v e r  t h e
m e t h o d  o f  a n a l y s . i s ,  u n c e r t a i n t i e s  i n  t h e  c r i t i c a l  f r e q u e n c y  o f  t h i s  u n s e e n  p e a k  w i  l 1  d e c r e a s e  t h e
o v e r a l l  r e l i a h r i l i t y .  X - r a y  d a t a  a t  1 o v ;  f r e q u e n c i e s  c a n  a l s o  b e  u n r e l i a b l e  b e c a u s e  o f  e r r 0 r s . i n  t h e
a s i l n e d  v a l  L r e  o f  L h e  g y r o f  i ' e q u e n c y .

1 \  i a r g e  d r r o u n t  o f  i o n i s a t i o n  w i t n  F N  j u s t  l e s s  t h a n  f m i n  c a u s e s  h ' x ,  i n  p a r t i c u l a r ,  t o  b e c o m e
v e r y  i a r g e  a t  t h e  l o w e s t  o b s e r v e d  f r e q u e n c i e s .  S e v e r a l  d i f f e r e n t  a p p r o a c h e s  c o u l d  b e  a d o p t e d  t o  t h e
s c a i i n g  o i '  s u c h  r e c o r d s .

( a )  U s e  n c r m a i  p r o c e d r l r e s ,  s c a l  i n g  a t  a  f r e q u e n c y  i n t e r v a i  o f  a b o u t  0 . i MHz  f r om fm i  n .

m o r e  a c c u r a t e l y .

t h e  i n i t i a l  r e t a r d e d  t r a c e s

( b  )  i n c  I  u d e  a d d  j  t ' i o n a  I  v a  I  u e r s  o f  i t  '  u t o  d e f  i n e  t h e  v a r i  a t ' i o n  n e a r  f m ' i n

( c )  U s e  s m a l l e r  f r e q u e n c y  i n t . e r v a l s A f  f o r  b o t h  0  a n d  X  r a y s ,  t o  d e f i n e
a c c u r a t e l  y .

( { l )  U s e  i n c r e a s e d  v a l u e s  o f A f  s o  t h a t  r e s u l t s  d e p e n d  m o r e  o n  t h e  o v e r a l l  s h a p e  o f  t h e  v i r t u a l
h e i q h t  c u r v e s ,  a n d  l e s s  o n  t h e  d e t a i l e d  v a r i a t i o n  o f  r e l a r d a t i o n  a t  1 o w  f r e q u e n c i e s .

( e  )  0 m  j  t  t h e  i  n ' i t  j a l  ,  h i  g h l y - r e t a r d e d  v a l  u e s  o f  h ' r ,  v / h ' i c h  d e p e n d  p r i m a r i  l y  o n  t h e  p a r a m e t e r s  o f  t h e
u n d e r l y i n g  p e a k .  R e t a i n  a l  l  0 - r a y  d a t a ,  s i n c e  t h ' i s  i s  l e s s  a f f e c t e d  b y  u n d e r l y i n g  r e t a r d a t i o n
; r n d  r e l a t e s  m o r e  d i r e c t l y  t o  t h e  r e a l * h e i g h t  g r a d i e n t s  n e a r  r e f l e c t i o n .

i f )  l i e t a j n  l o w  f r e q u e n c y  X - r a y  d a t a ,  w h i c h ' i s  m o r e  d i r e c t l y  r e l a t e d  t o  t h e  u n s e e n  i o n i s a t i o n ,  b u t
o n r j t  t h e  0 - r a y  d a t a  w h i c h  c o n t a i n s  a  m i . r t u r e  o f  u n d e r l y i n g  a n d  r e f l e c t i o n - g r a d i e n t  e f f e c t s .

( g )  0 m i t  j n i t i a l  s e c t i o n s  o f  b o t h  0  a n d  X  t r a c e s .

T h e  t e s t  m o d e l  3 8  o f  F i g .  1 1 ,  a n a l y s e d  f r o m  f m i n  =  1 . 0 ,  p r o v i d e s  a ; " e a l i s t i c  e x a m p l e  o f  t h e  m o s t
C ' i f f i c L ; 1 t  t . y p e  o f  p r o f i l e .  T h e  r e l a t j v e  c o n t r i b u t i o n s  t o  h ' o  a n d  h ' *  o f  d j f f e r e n t  p a r t s  o f  a n
u n d e r l y i n g  p r o f r ' l e  c h a n g e  a p p r e c i a b l y  f r o m  l o w  t o  h i g h  d i p  a n g l e s  ( A p p e n C j x  8 . 1 ) .  C a l c u ' l a t i o n s  u s i n g
m o d e l  3 B  a t  < i i p  a n g l e s  o f  2 0 o  a n d  7 0 ' t h e r e f o r e  p r o v i d e  a  r e a s o n a b l e  b a s i s  f o r  c o m p a r i n g  t h e  o v e r a l l
m e r i t s  o f  d ' i f f c r e n t  s c a l  i n q  p r o c e d u l ' e s .

F . i g u r e  1 4  s h o l v s  t h e  v i r t u a l - h e i g h t  c u r v e s  f o r  m o d e l  3 B ,  a t  t h e  t w o  d i p  a n g l e s ,  o n  a  l o g a r i t h m i c
f r e q u e n c y  s c a l e  f r o m  0 . 9  t o  2 . 7  t 4 1 z - .  P o j n t s  c o r r e s p o n d i n g  t o  v j r t u a l - h e i g h t  g r a d i e n t s  o f  1 0 0 , 2 0 0  a n d
5 0 0  t ( m / M H z  a r e  l a b e l l e d .  B r o k e n  l " i n e s  s h o w  t h e  v a l u e s  o f  h ' x  p l o t t e d  a g a i n s t  t h e  p l a s m a  f r e q u e n c y
a t  r e f l e c t i o n  ( F R ) .  4 2  d i f f e r e n t  s e t s  o f  a c c u r a t e  v i r t u a l - h e ' i g h t  d a t a  w e r e  c a l c u l a t e d  f r o m  m o d e l  3 8 ,
c o r r e s p o n d i n q  t o  d i f f e r e n t  s c a l j n g  r u 1 e s .  E a c h  s e t  w a s  a n a l y s e d  b y  t h e  n o r m a l  M o d e  5  s l a b  s t a r t  i n
P O L A N ,  u s i n g  f i v e  0 - r a y  p o i n t s .  T h u s  t h e  c h e c k  i n  P O L A N  w h i c h . i n c l u d e s  a d d i t j o n a l  p o i n t s  i f  t h e
f i t t e d  F c l n g €  i s  l e s s  t h a n  0 . 4  F l H z  ( S e c t i o n  8 . 2 . 2 )  w a s  d i s a b l e d  t o  s h o w  d i r e c t l y  t h e  e f f e c t s  o f
c h a n g i n g  f  .  

- l h e  
p h y s i c a l  c o n d " i t i o n s  o f  S e c t i o n  8 . 4 . 1  w e r e  a l s o  o m i t t e d .  C o n c l u s ' i o n s  f r o m  d i f f e r e n t

g r o u p i n g s  o f  t h e  c a l c u l a t j 0 n s  a r e  s u m m a r i s e d  i n  ( j )  t o  ( i v )  b e l o w .

( i )  F o r  t h e  f i r s t  g r o u p  o f  r e s u l t s  F R m i n  w a s  c o n s t a n t  a t  i . 0  M H z ,  a n d  a  d i f f e r e n t  ( f i x e d )  v a l u e  o f A f
w a s  u s e r j  f o r  e a c h  c a l c u l a t r ' o r r .  T h e  r e a l - h e . i g h t  e r r o r s  D h  v a r y  s m o o t h l y  a b o v e  1 . 0  M H z .  R e s u l t s  a r e
s u m m a r i s e d  i n  T a b l e  7  i n  t h e  f o r m  D h 2  ( D E V N ) ,  w h e r e  D h Z  i s  t h e  r e a l - h e i g h t  e r r o r  a t  2 . 0  M H z  a n d
D E V N  ' i s  t h e  R M S  e r r o r  w i t h  w h j c h  t h e  v i r t u a l - h e i g h t  d a t a ' i s  f i t t e d .

T h e  r e a l  - h e i  g h t  e r r o r s  i  n c r e a s e  c o n s i  d e r a b l y  a t  s m a l  1  a n d  
' l a r g e  

v a l  u e s  o _ f  A f  ,  a n d  a r e  a  m i  n i m u m
n e a r A f  =  0 . 1  l t l H z .  T h e  s i g n  o f  t h e  e r r o r s  c h a n g e s  f r o m  2 0 "  t o  7 0 "  b e c a u s e  o f  t h e  d i p  a n g l e
v a r j a t i o n s  d i s c u s s e d  i n  A p p e n d i x  B . 1 .  D E V N  a l s o  h a s  a  m ' i n i m u m ,  g i v i n g  t h e  m o s t  s t a b l e  a n d  a c c u r a t e l y -
d e f j n e d  s o l u t i o n ,  f o r  i n t e r v a l s  n e a r  0 . 1  M H z .  A t  t h e  s m a ' l l e s t  f r e q u e n c y  i n t e r v a l s  D E V N  t e n d s  t o  z e r o
s i n c e  t h e  l e n o t . h  o f  t h e  f i t t e d  p r o f i l e  s e g m e n t  t e n d s  t o  z e r o ,  a n d  a c c u r a c y  d e g e n e r a t e s  t o  t h a t  o f  a' " " : ,  " "
0 n e - p o i n t  f i t ;  t h u s  D h  ' i n c r e a s e s ,  e v e n  a l t h o u g h  D E V N  i s  s m a l l ,  w h e n A f  g e t s  t o o  s m a l l .  A  f r e q u e n c y
i n t e r v a l  A f  o f  a b o u t  0 . 1  M H z  t h e r e f o r e  a p p e a r s  o p t i m u m ,  w h e n  a  f i x e d  n u m b e r  o f  p o i n t s  ( 5  t o r  e a c h  r a y )
' i s  s c a l e d  f r o m  t h e  l o w e s t  o b s e r v e d  f r e q u e n c i e s .  E v e n  w i t h  p r e c i s e  d a t a ,  e r r o r s  i n c r e a s e ' i f  w e  u s e
s m a l  j  s c a l i n g  i n t e r v a ' l s  t c  d e f i n e  a c c u r a t e l y  a  s m a 1 1  s e c t i o n  o f  t h e  h ' i g h 1 y  r e t a r d e d  t r a c e  n e a r  f m i n .
l , J i t h  p r a c t i c a l  < j a t a  t h e  e r r o r s  w i l l  i n c r e a s e  e v e n  m o r e .  U s e  o f  a  l a r g e  f i t t i n g  r a n g e  g i v e s  t o o  i a r g e
a  m j x t u r e  o f  u n d e r l y i n g  r e t a r d a t i o n  a n d  r e f l e c t i o n  g r a d . i e n t  v a r i a t i o n s ,  a n d  a c c u r a c y  i s  a g a i n  r e d u c e d .
T h e s e  c o n s j c l e r a t i o n s  r u l e  o u t  a p p r o a c h e s  ( c )  a n d  ( d )  a b o v e .

I A B L E  7 -  R e a l - h e i g h t  e r r 0 r s  D h 2 ,  a n d  t h e  R M S  v i r t u a l - h e j g h t  f i t t i n g  e r r o r s  ( D E V N )

u s ' i n g  a  f i x e d  m i n i m u m  [ 1 a s m a  f r e q u e n c y  o f  I . 0  M H z  f o r  b o t h  0  a n d  X  r a y s .

S c a l  i  n g  I n t e r v a l  A f  = . 0 5 l 4. 0 7 . 1 0 . 2 0  M H z

D I P

D J P

( . 0 4 )

(  . 2 3 )

km

KM

20:

7 0 :

D h 2  (  D E V N  )

D h 2  (  D t v N  )

+ . 2 3  ( . 0 1 )

- . 1 3  ( . 0 7 )

+ . 9 0  ( . 0 3 )  - . 2 9

- 4 . 4  ( . 0 4 )  1 . 2 3

-  . 2 e  ( . 0 2 )  -  . 4 6  (  . 0 6 )

2 . 5 4  (  . 2 2 )  5 . 4 e  (  . 4 2 )

47



I  (b)D I P  7 0 0r tn
K m .

5 0 0

3 0 0

I
I
I

\
\
\

\
\
{ '

. 5 C 0  
\

I
\
\
\
\

\

2 5  1 . 0

F i g u r e  1 4 .  V i r t u a l  h e i g h t s  f o r  t h e  o r d i n a r y
u s i n g  t h e  m o d e l  p r o f i  l e  3 8 ,  a t

! u o o  k m / M H z
\

!  z : o' \ 4 o o

2 . 0
F R E 0 U E N C Y ,  M  H z .

a n d  e x t r a o r d i n a r y  r a y s ,  c a l c u l a t e d
d i n  a n o l e s  o f  ? O "  a n d  7 0 " .

k m / M H z

1 ' 5

( i i )  T h e  s e c o n d  g r o u p  o f  c a l c u l a t i o n s  u s e d  a  f e w  c l o s e l y  s p a c e d  p o i n t s  n e a r  F R m i n ,  w i t h  A f  =  0 . 1  M H z
a t  h i g h e r  f r e q u e n c i e s .  T h i s  s c a l i n g  a t t e m p t s  t o  m a i n t a i n  a p p r o x i m a t e l y  c o n s t a n t  v i r t u a l - h e i g h t
c h a n g e s  b e t w e e n  d a t a  p o i n t s ,  g i v i n g  b o t h  a d e q u a t e  d e t a i l  i n  t h e  r e t a r d e d  s e c t i o n s  a n d  a  r e a s o n a b l e
o v e r a l l  f n e q u e n c y  r a n g e .  R e s u l t s  s h o w  a n  o v e r a l l  i n c r e a s e  i n  b o t h  D E V N  a n d  D h  a s  a d d i t i o n a l  p o i n t s
a r e  a d d e d ,  a t  F R m i n  =  1 . 0  a n d  a t  F R m i n  =  1 . 2 .  T h u s  a p p r o a c h  ( b )  a b o v e  d o e s  n o t  h e 1 p .

( i i i )  O m i t t i n g  t h e  l a r g e s t  v i r t u a l  h e i g h t  ( t h e  X - r a y  p o j n t  a t  F R  =  1  M H z )  g i v e s  g o o d  r e s u l t s  a t  d i p
2 0 ' ,  a n d  b a d  a t  d i p  7 0 " .  I n c r e a s i n g  F R m i n  t o  1 . 1  M H z  f o r  b o t h  0  a n d  X  r a y s  g i v e s  r e s u l t s  w h i c h  a r e
l e s s  d e p e n d e n t  o n A f .  O m i s s i o n  o f  t h e  n e x t  X - r a y  p o i n t ,  a t  F R  =  1 . 1  M H z ,  m a k e s  t h i n g s  w o n s e  a g a i n .
T h u s  a p p r o a c h  ( e )  a b o v e ,  w h e r e  o n l y  t h e  l a r g e s t  ( X - r a y )  v i r t u a l  h e i g h t s  a r e  o m i t t e d ,  j s  i n c o r r e c t .

( i v )  I n c r e a s i n g  t h e  m i n i m u m  s c a l e d  f r e q u e n c y  f o r  b o t h  0  a n d  X  r a y s ,  a n d  r e t a i n i n g  a  c o n s t a n t  f r e q u e n c y
j n t e r v a l  A f  o f  0 . 1  M H z ,  g i v e s  t h e  r e s u l t s  s u m m a r i s e d  i n  T a b l e  8 .  l , l i t h  F R m i n  =  0 . 9  w e  s e e  c l e a r l y
t h e  b a d  e f f e c t  o f  i n c l u d i n g  a  g r e a t l y  r e t a r d e d  t r a c e  ( w h i c h  w o u l d  n o t  n o r m a l l y  b e  v i s i b l e ) .  I n c r e a s i n g
F R m i n  a b o v e  1 . 0  M H z  g i v e s  a  g e n e r a l  i n c r e a s e  i n  a c c u r a c y  a t  d i p  2 0 ' ,  a n d  l i t t l e  o v e r " a 1 1  c h a n g e  a t  7 0 " .
T h e  v i r t u a l - h e i g h t  f i t t i n g  e r r o r  D E V N  d o e s ,  h o w e v e r ,  d e c r e a s e  c o n s i d e r a b l y  a t  b o t h  d i p  a n g l e s .  T h i s
i n d i c a t e s  a  w e l l - d e f i n e d ,  s t a b l e  s o l u t i o n  w h j c h  i s  n o t  s e n s i t i v e  t o  c h a n g e s  i n A f .

I t  s h o u l d  b e  n o t e d  t h a t ,  w i t h  a c c u r a t e  d a t a  a n d  a n  a c c u r a t e  a n a l y s i s  p r o c e d u r e ,  t h e r e  i s  N 0  l o s s
o f  r e a l - h e i g h t  a c c u r a c y  ( i n  t h e  o b s e r v e d  r e g i o n )  f o r  v a l u e s  o f  F R m i n  u p  t o  1 . 5  l ' 1 H 2 .  A t  h i g h e r
f r e q u e n c i e s ,  h o w e v e r ,  t h e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  g r o u p  r e t a r d a t i o n s  o f  t h e  0  a n d  X  c o m p o n e n t s
d e c r e a s e s  a n d  r e s u l t s  a r e  l i m i t e d  b y  e x p e r i m e n t a l  e r r o r s  i n  h ' x  -  h ' o .

T A B L E  B .  R e a l - h e i g h t  e r r o r s  D h  a t  2 . 0  M H z ,  a n d  t h e  v i r t u a l - h e i g h t  f i t t i n g  e r r o r s
( D E V N ,  i n  b r a c k e t s )  f o r  c a l c u l a t i o n s  u s i n g  d i f f e r e n t  m i n i m u m  p l a s m a
f r e q u e n c i e s  F R m i n ,  w i t h A f  =  0 . 1  M H z .
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1 . | e  c o n c l u d e  t h a t  l o w - f r e q u e n c y  p o i n t s  s h o u l d  b e  o m i t t e d  w h e n  ( a n d  o n l y  w h e n )  t h e y  s h o w
r e t a r d a t i o n  e f f e c t s  i n c r e a s i n g  r a p i d l y  t o w a r d s  1 o w  f r e q u e n c i e s .  S c a l i n g  r u l e s  a r e  o f  i m p o r t a n c e
p r i m a r i l y  w i t h  d i f f i c u l t  d a t a  -  o f  w h i c h  t h e  m o d e l  3 8  a n a l y s e d  a b o v e  i s  a  g o o d  e x a m p l e .  F o r  t h i s
m o d e l ,  v i r t u a l - h e i g h t  d a t a  a r e  b e s t  o m i t t e d  a t  f r e q u e n c i e s  b e l o w  a b o u t  i . 3  | ' l H z .  T h e  c u r v e s  o f  F i g .  1 4
s h o w  a  g r a d i e n t  d h ' / d F N  o f  - 2 0 0  k n / M l z  f o r  t h e  X  r a y  a t  t h i s  f r e q u e n c y ,  a t  b o t h  d i p  a n g l e s .  T h i s
g r a d i e n t  i s  t h e r e f o r e  a d o p t e d  a s  d e f i n i n g  t h e  l o w e s t  f r e q u e n c y  a t  w h j c h  X - r a y  d a t a  s h o u l d  b e  s c a l e d .
G r a d i e n t s  a r e  g e n e r a l l y  l e s s  f o r  t h e  0  r a y .  0 - r a y  d a t a  s h o u l d ,  n e v e r t h e l e s s ,  n o t  b e  s c a l e d  t o
a p p r e c i a b l y  l o w e r  p l a s m a  f r e q u e n c j e s  t h a n  t h e  X - r a y  d a t a .  T h i s  h a s  b e e n  s h o w n  i n  t h e  d i s c u s s i o n  u n d e r
( i i i )  a b o v e ,  a n d  i s  a l s o  s e e n  j n  o t h e r  r e s u l t s .  U s i n g  F R m i n  =  I . 2  l l H z  f o r  t h e  X  r a y ,  a d d i t i o n  o f  a n
0 - r a y  d a t a  p o i n t  a t  1 . 1  M H z  i n c r e a s e s  t h e  e r r o r s  b y  a  f a c t o r  o f  1 . 7  a t  d i p  2 0 ' a n d  a  f a c t o r  o f  6 . 9  a t
d i  o  7 0 ' .

8 . 6 .  I

8.6  0 ther  S tar t  Procedures

T h e  p o l y n o m i a l  s t a r t  i n  P 0 L A N

A  s i m p l e  p r o c e d u r e  f o r "  i n c l u d i n g  i o n i s a t i o n  w i t h  F N  <  f m i n  i s  t o  s t a r t  t h e  f i r s t  r e a l - h e i g h t
p o l y n o m i a l  f r o m  s o m e  f r e q u e n c y  f s  ( t y p i c a ) l y  a b o u t  0 . 5  M H z )  w h i c h  i s  w e l l  b e l o w  f m i n .  N o  o t h e r
c h a n g e s  i n  t h e  n o r m a l  a n a l y s i s  o f  S e c t i o n  5  a r e  r e q u i r e d ,  a p a r t  f r o m  t h e  a d d i t i o n  o f  a  c o n s t a n t  t e r m
t o  e q u a t i o n  ( 9 )  t o  a l l o w  c a l c u i a t i o n  o f  t h e  s t a r t i n g  h e i g h t  h s  a t  t h e  f r e q u e n c y  f s .  T h e  r e s u l t
i s  a  s i n g l e  a n a l y t i c  e x p r e s s i o n  d e s c r i b i n g  t h e  i o n i s a t i o n  f r o m  F N  =  f r  u p  t o  t h e  h i g h e s t  f r e q u e n c y
F M  u s e d  i n  t h e  s t a r t  c a l c u l a t i o n .  T h i s  p r o c e d u r e  i s  r e q u e s t e d  b y  u s i n g  a  n e g a t i v e  v a l u e  f o r  t h e
p a r a m e t e r  S T A R T  i n  P 0 L A N .  T h e  a b s o l u t e  v a l u e  o f  S T A R T  s p e c i f i e s  t h e  m e a n  f i e l d  h e i q h t ,  a s  d e s c r i b e d
i n  A p p e n d i x  C . 5 .

T h e  b r o k e n  l i n e s  i n  F i g .  1 5  s h o w  t h e  r e a i  h e i g h t s  o b t a i n e d  b y  t h e  p o l y n o m i a l  s t a r t  p r o c e d u r e  w i t h
f ,  =  0 . 5  M H z  a n d  f m i n  e q u a l  t o  t h e  c o m m o n  v a l u e  o f  1 . 5  M H z .  I n  t h e  o b s e r v e d  r e g i o n  (  F N  >  f m i n  )
t h e  a c c u r a c y  i s  g o o d .  I n  t h e  u n o b s e r v e d  r a n g e  t h e  c a l c u l a t e d  p o i y n o m ' i a l  c a n n o t  b e  e x p e c t e d  t o  f o l l o w
t h e  t r u e  p r o f i l e  c l o s e l y .  I t  d o e s ,  h o w e v e r ,  g i v e  a p p r o x i m a t e l y  c o r r e c t  v a l u e s  f o r  t h e  t o t a l  a m o u n t
o f  u n d e r l y i n g  i o n i s a t i o n  a n d  f o r  t h e  g r a d i e n t  a t  f m i n .  A s  h a s  b e e n  s h o w n  ( S e c t i o n  8 . 1 )  t h e s e  t w o
q u a n t i t i e s  c o n t a i n  a l l  t h a t  c a n  n o r m a i l y  b e  d e t e r m i n e d  a b o u t  t h e  u n d e r l y i n g  i o n i s a t i o n .

3 0 0
k m

2 0 0

1 5 0

1 t  0 F-1 o
( o ) (  b )

2 . 0  3 0
F r e q u e n c y ,  M H z

F i g u r e  1 5 .  P o l y n o m i a l  s t a r t  r e s u l t s  f o r  t w o  m o d e l  p r o f i l e s .  T h e  v i r t u a l  h e i g h t s  h ' o
a n d  h ' "  a r e  p l o t t e d  a s  a  f u n c t i o n  o f  t h e  p l a s m a  f r e q u e n c y  a t  r e f l e c t i o n ,  f o r  a  d i p
a n g l e  I  o f  2 0 " .  R e a l  h e i g h t s  c a l c u l a t e d  f r o m  f m i n  =  1 . 0 ,  1 . 5  a n d  2 . 0  M H z  a r e  s h o w n  a s
c i r c l e s ,  b r o k e n  l i n e s  a n d  t r i a n g l e s  r e s p e c t i v e ' l y .  C o r r e s p o n d i n g  r e s u l t s  a t  I  =  7 0 '
a r e  s h o w n  b y  s o l i d  d o t s ,  c o n t i n u o u s  l i n e s  a n d  s o l i d  t r i a n g l e s .

I
2 0
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C i r c l e s  a n d  t r i a n g l e s  a r e  u s e d  i n  F i g .  1 5  t o  s h o w  t h e  v i r t u a l - h e i g h t  d a t a  u s e d ,  a n d  t h e
c a l c u l a t e d  r e a l  h e j g h t s ,  f o r  v a l u e s  o f  f m i n  e q u a l  t o  i . 0  a n d  2 . 0  M H z  r e s p e c t i v e l y .  D a t a  p o i n t s
a r e  u s e d  a t  a  f i x e d  i n t e n v a l  o f  0 . 1  M H z  i n  F N .  t h e  R M S  e r r o r s  w i t h  w h i c h  t h e  c a l c u l a t e d  s t a r t
p o l y n o m i a l s  f i t  t h e  v i r t u a l - h e i g h t  d a t a ,  a n d  t h e  r e a l - h e i g h t  e r r o r s  a t  3  f i x e d  f r e q u e n c i e s ,  a r e  g i v e n
i n  T a b l e  9  u s i n g  t h r e e  v a l u e s  o f  f m i n  f o r  e a c h  m o d e l .  A t  a  d i p  a n g l e  o f  2 0 " ,  5  o f  t h e  6  c a l c u l a t e d
p r o f i l e s  a r e  a c c u r a t e  t o  w i t h i n  0 . 1 .  k m  a t  F r e q u e n c i e s  a b o v e  1 . 5  t 4 H z ,  a n d  m a t c h  t h e  g i v e n  v i r t u a l
h e . i g h t  d a t a  t o  w i t h i n  a  f e w  m e t r e s .  A t  7 0 "  d i p  a n g l e  t h e  r e a l - h e i g h t  e r r o r s  j n c r e a s e  t o  a b o u t  0 . 5  k m
-  a g a i n  w i t h  t h e  e x c e p t i o n  o f  m o d e l  3 8  a n a ) y s e d  f r o m  1 . 0  M H z .

T a b l e  9  s h o w s  t h a t  i n  a l l  c a s e s  t h e  a c c u r a c y  a t  a  g i v e n  f n e q u e n c y  i n c r e a s e s  a s  f m i n  i s  i n c r e a s e d ,
f r o m  1 . 0  t o  i . 5  t o  2 . 0  l 4 H z .  T h i s  o c c u r s  b e c a u s e  t h e  a s s u m p t i o n  o f  a  s i m p l e  d i s t r i b u t i o n  f o r  t h e
u n d e r l y i n g  i o n i s a t i o n ,  w i t h  n o  l a r g e  f l u c t u a t i o n s  i n  g r a d i e n t  a t  0 . 7 f m i n  <  F N  (  f m i n ,  b e c o m e s
p r o g r e s s i v e l y  m o r e  a c c u r a t e .  T h e  o n e  u n a c c e p t a b l e  r e s u l t  i s  t h e  h i g h  d i p  a n g l e  a n a l y s i s  o f  m o d e l  3 8
f r o m  f m i n  =  1 . 0  l , 4 H z .  I n  t h i s  c a s e  t h e  u n d e r l y i n g  i o n i s a t i o n  h a s  a  b r o a d  p e a k  w i t h  F N  e x c e e d i n g
0 . B f m i n .  T h i s  v i o l a t e s  t h e  b a s i c  a s s u m p t i o n  t h a t  t h e  u n d e r l y i n g  i o n i s a t j o n  c a n  b e  r e p r e s e n t e d  b y  a
s m o o t h  v a r j a t i o n  o f  d h l d F N  a t  F N  )  0 . 7 f m i n .  T h e  s i n g l e - p o l y n o m i a l  r e p r e s e n t a t i o n  i s  u n a b l e  t o
p r o d u c e  t h e  s h a r p  c o r n e r  r e q u i r e d ,  j u s t  b e l o w  f m i n ,  t o  m a t c h  t h e  t e s t  p r o f i l e .  T h e  o c c u r r e n c e  o f  t h i s
c o n d i t i o n  i s  c l e a r l y  s i g n a l e d  b y  t h e  r a p i d  i n c r e a s e  o f  t h e  X - r a y  v i r t u a l  h e i g h t  n e a r  f m i n ,  s h o w i n g
t h a t  a  h i g h e r  v a l u e  o f  f m i n  s h o u l d  b e  u s e d  ( S e c t i o n  8 . 5 . 2 ) .

T h e  p o l y n o m i a l  s t a r t  p r o v i d e s  a  s i n g l e  a n a l y t i c  e x p r e s s i o n  e x t e n d i n g  f r o m  t h e  b e g i n n i n g  o f  t h e
r e a l - h e i g h t  p r o f i l e ,  a t  ( h s , f s ) ,  t o  a b o v e  f m i n .  I t  g i v e s  r e l i a b l e  r e s u l t s  w i t h  g o o d  a c c u r a c y  u n d e r
m o s t  c o n d i t i o n s ,  a n d  r e a s o n a b l e  r e s u l t s  u n d e n  a l l  c o n d i t i o n s  ( w h e n  p h y s i c a l  c o n s t r a i n t s  a r e  a p p l i e d ,
a s  i n  S e c t i o n  8 . 4 ,  t o  a v o i d  i m p l a u s i b l e  r e s u l t s  d u e  t o  b a d  d a t a ) .  H o w e v e r ,  a s  s h o u / n  i n  S e c t i o n  8 . 1 ,
n o t  m o r e  t h a n  t w o  ( o r  o c c a s i o n a l l y  t h r e e )  i n d e p e n d e n t  p a r a m e t e r s  r e l a t i n g  t o  t h e  u n d e r l y i n g  i o n i s a t j o n
c a n  n o r m a l l y  b e  f o u n d .  S o  f o r  r e l j a b ' l e  a n d  c o n s i s t e n t  r e s u l t s  i t  i s  p r e f e r a b l e  t o  u s e  o n l y  t w o  o r
t h r e e  v a r i a b l e s  b e l o w  f m i n .  A  p o ) y n o m i a l  s t a r t  u s e d  w i t h  t h e  n o r m a l  m o d e  5  a n a l y s i s  i n  P 0 L A N  f i t s  a n
B - t e r m  p o l y n o m i a l  t o  5  0 - r a y  a n d  5  X - r a y  d a t a  p o i n t s .  T h e  e f f e c t i v e  n u m b e r  o f  f r e e  p a r a m e t e r s  b e l o w
f m i n  i s  d i f f i c u l t  t o  d e f i n e ,  a n d  d o e s  n o t  a p p e a r  c o n s t a n t .  C a l c u l a t e d  p r o f i l e s  s u g g e s t  u p  t o  4
e f f e c t i v e  v a r i a b l e s  j n  t h i s  r e g i o n  o n  o c c a s i o n .  T h e  s l a b  s t a r t  m o d e l  i s  t h e r e f o r e  t h e  p r e f e r r e d
p r o c e d u r e  i n  P 0 L A N .  H o w e v e r ,  t h e  c o n t i n u o u s l y  v a r y i n g  g r a d i e n t  o f  t h e  p o i y n o m i a l  s t a r t  i s  d e s i r a b l e
f o r  s o m e  w o r k .  I n  t h i s  c a s e  t h e  p a r a m e t e r  S T A R T . i n  P 0 L A N  i s  m a d e  n e g a t i v e  ( l e s s  t h a n  - i . 0 ) .  F o r
1 . 0  <  ( - S T A R T )  4  3 . 0 ,  t h e  c a l c u l a t e d  s t a r t  p r o f i l e  i s  o f  t h e  f o r m  i l l u s t r a t e d  i n  F i g .  1 5  w i t h
f s  =  ( - S T A R T ) - 1  l ' 4 H z  a n d  a n  a d d i t i o n a l  r e a l  h e i g h t  c a l c u l a t e d  d t  a  f n e q u e n c y  o f  0 . 5 ( f s  +  f m . i n ) .
I f  t h e  v a l u e  o f  S T A R T  i s  l e s s  t h a n  - 3 . 0 ,  P 0 L A N  u s e s  a  p o l y n o m i a l  s t a r t  f r o m  t h e  f r e q u e n c y  f .  u s e d
f o r  t h e  n o r m a l  0 - r a y  s t a r t .

T A B L E  9 .  P o l y n o m i a i  s t a r t  r e s u l t s .  T h e  R M S  d e v i a t i o n  i n  t h e  v i r t u a l - h e i g h t  f i t t i n g  e r r o r
( D t V N ) ,  a n d  t h e  c a l c u l a t e d  r e a l - h e i g h t  e r r o r s  a t  1 . 5 ,  2 . 0  a n d  2 . 5  l / . H z ,  r e s u l t i n q  f i o m
a n a l y s i s  o f  t h e  t w o  t e s t  p r o f i l e s  u s i n g  f ,  =  0 . 5  M H z .

E r r o r s  a t  2 0 ' d i p  a n g l e E . . . . t . t  t o Od i p  a n g l e
M O D E L  f m i  n DI VN 1 . 5 2 . 0 2 . 5 DE VN 1 . 5 2 . 0 2 . 5 MHz

KM3A

KM3B

1 . 0  l 4 H z
1 . 5
2 . 0

1 .0  l ' lHz
i . 5
2 . 0

0 .  0 B
0 . 0 3
0 .  0 4

- 0 .  6 9
- 0 . 0 4
0 . 0 4

0 . 0 i  0 . 1 2  0 . 1 0
0 . 0 0  0 . 0 5  0 . 0 6
0 . 0 0  0 . 0 1  0 . 0 3

0 . 0 4  - 0 . 7 5  - 0 . 7 7
0 .  0 0  - 0 .  0 2  - 0 .  0 5
0 . 0 0  - 0 . 1 5  0 . 0 3

0 . 0 3  - 1 . 0 1  - 0 . 6 8  - 0 . 5 1
0 . 0 0  - 0 . 4 6  - 0 .  3 0  - 0 . 2 3
0 . 0 0  - 0 . 2 1  - 0 . 1 8  - 0 .  i 3

0 . 4 0  9 . 5 8  6 . 3 4  4 . 6 4
0 . 0 0  0 . 7 9  0 . 5 2  0 . 3 2
0 . 0 0  - 0 .  3 8  - 0 .  1 6  - 0 .  1  1

8 . 6 . 2  T h e  s i n g l e - p o i n t  s t a r t i n g  c o r n e c t i o n  i n  S P O L A N

T h e  o r d i n a r y  r a y  a n a l y s i s  ( S e c t i o n  6 )  u s e s  a n  a r t i f i c i a l  s t a r t i n g  p o i n t  ( h s , f s ) ,  a t  a
f r e q u e n c y  f s  w h i c h  i s  n o m j n a l l y  0 . 5  M H z  b u t  c o n s t r a i n e d  t o  l i e  b e t w e e n  0 . 3 5  a n d  0 . 6  t . i m e s  f m i n .
T h e  c a l c u l a t e d  p r o f i l e  t h e n  j n c l u d e s  e n o u g h  o f  t h e  " l o w - d e n s i t y "  r e g i o n  a t  F N  <  0 . 7 f m i n  t o  r e p r e s e n t
a d e q u a t e l y  a n y  r e a s o n a b l e  a m o u n t  o f  l o w - d e n s . i t y  i o n i s a t i o n .  | . l h e n  o n l y  0  r a y s  a r e  a v a i l a b l e ,  t h e
s t a r t i n g  h e i g h t  h s  i s  o b t a i n e d  f r o m  s y n o p t i c  m o d e l s .  A  s i n g l e  X - r a y  m e a s u r e m e n t  m a y  h o w e v e r  b e
u s e d  t o  d e t e r m i n e  h s  s u c h  t h a t  a n  a p p r o x i m a t e l y  c o r r e c t  a l l o w a n c e  i s  m a d e  f o r  b o t h  t h e  t o t a l  a m o u n t
o f  u n d e r l y i n g  i o n i s a t i o n  a n d  t h e  i o n i s a t i o n  g r a d i e n t  n e a r  f m i n  ( T i t h e r i d g e ,  1 9 7 5 b ) .
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. ,  . T h e  s i n g l e - p o i n t  c o r r e c t i o n  i s  i n v o k e d  j n  S P 0 L A N  b y  p r o v i d i n g  ( h ' x , - f x )  a s  t h e  f i r s t  p o i n t  i n
t h e  i n p u t  d a t a .  T h e  n e g a t i v e  f r e q u e n c y  j s  u s e d  t o  d e n o t e  a n  X - r a y  m e a s u r e m e n t .  S p 0 L A N  t h e n
c a l c u l a t e s  t h e  s t a r t i n g . h e i g h t  h S  a n d  s e t s  ( h s , f s )  a s  t h e  f i r i t  d a t a  p o i n t .  T h i s  i s  f o l l o w e d  b y
a n  a d d i t i o n a l  p o i n t  ( h ' o , f o ) ,  w h e r e  f o  =  I / z ( f i  + - f m i n )  a n d  h , o  =  h , m j n .  T h e  c o r r e c t  v a l u e  o f
h .  i s  o b t a i n e d  f r o m  t h e  r e l a t i o n

( 2 8  )

( 2 e )
fm in /FH) l
f ^ i n / F H 1 ,

whe re

h s  =  h ' m i n  -  C . ( F l 1 l f s ) ( h ' *  -  h ' m i n )

wne ne
C  -  A  +  B c o s ( 0 . 0 4 1 1 - 0 . 2 5 )
A  :  - 0 . 2 6 5  +  0 . 1 9 ( f m i n / F H )  +  1 . 0 8 (
B  =  1 . 4 0  -  2 . 8 0 ( f m i n / F f l )  +  r . 4 t (

a n d  t h e  d i p  a n g l e  I  i s  j n  d e g r e e s .

f x  -  ( r l z  +  7PZ1410 .5  ' ,  F t l / z

FN =  fm in  +  DF .

T A B L E  1 0 .  T h e  f r e q u e n c y  s h i f t  D F / F H  i e q u i r e d  t o  d e t e r m i n e  t h e  e x t r a o r d i n a r y  r a y
f r e q u e n c y  f x  j  n  e q u a t i o n  (  3 0 )  .

D i p a n g l e  I :  5  ? 0 30 60 70  80 '

W h e n  g r o u p  r e t a r d a t i o n  n e a r  f m i n ' i s  c a u s e d  p r i m a r i l y  b y  1 o w - d e n s i t y  i o n i s a t j o n ,  h ' *  d o e s  n o t
v a n y  r a p i d l y  w i t h  f r e q u e n c y  a n d  t h e  p r e c i s e  v a l u e  o f  f x  j s  n o t  i m p o r t a n t .  T o  a l l o w  i n " a d d i t i o n  f o r
g r a d i e n t s  n e a r  f m i n ,  t h e  v a l u e  o f _  f ,  m u s t  c o r r e s p o n d  l o  a  p l a s m a  i r e q u e n c y  F N *  =  f m i n  +  D F  w h e r e
t h e  v a l u e  o f  D F  i s  o b t a i n e d  f r o m  T a b l e  1 0 .  F o r  g i v e n  v a l u e s  o f  F H  a n d  I ,  t h i s  t i U l e  j s  u s e d  t o
d e t e r m i n e  D F  a s  a  f u n c t i o n  o f  f m i n .  T h e  f r e q u e n c i e s  f x  a t  w h i c h  h ' *  i s  s c a l e d  a r e  t h e n
d e t e r m i n e d  f r o m  t h e  n o r m a l  r e l a t i o n

( 3 0 a )

( 3 0 b )

F o r  b e s t  a c c u r a c y  t h e  a b o v e  c o r r e s p o n d e n c e  b e t w e e n  f "  a n d  f m j n  s h o u l d  b e  m a i n t a i n e d .  T h i s  i s
9 e 1 9 l a t ) y  s t r a i g h t f o r w a r d  s i n c e  n i g h t - t i m e  X - r a y  t r a c e s  c o m m o n l y  e x t e n d  t o  a  l o w e r  p l a s m a  f r e q u e n c y
( a l t h o u g h  a  h i g h e r  w a v e  f r e q u e n c y )  t h a n  f o r  t h e  0 - r a y .  W h e n  a n  X  t r a c e  d o e s  n o t  c o n t i n u e  d o w n  t o
l ! : , d : : ]  

r e d .  s c a l  i n g  f r e q u e n c y  I p  w e  m a y  ( i  )  e x t r a p o l a t e  t h e  o b s e r v e d  t r a c e  d o w n  t o  f r ,  o r
( l l , )  s c a l e  t h e  l o w e s t  o b s e r v e d  f r e q u e n c y ,  a s  f * ,  a n d  c o m m e n c e  0 - r a y  s c a l i n g s  f r o m  t h e  c o r i e s p o n d i n g
v a l u e  o f  f m i n .

P r o c e d u r e  ( i )  i s  a p p r o p r i a t e  w h e n  t h e  X  t r a c e  v a r i e s  s m o o t h l y  a n d  t h e  e x t r a p o l a t i o n  r e q u i r e d  i s
n o t  u n r e a s o n a b l e .  l . l h e n  h ' x  i s  b e g i n n i n g  t o  i n c r e a s e  r a p i d i y  a t  t h e  l o w e s t  f r e q u e n c i e s ,  a p p r o a c h
( i i )  s h o u l d  b e  u s e d .  I n _ m a n y  c a s e s  a  c o m p r o m i s e  i s  a d o p t e d :  h ' *  i s  e x t r a p o l a t e d  a s  f a r  a s  s e e m s
s a f e '  a n d  0  r a y s  a r e  s c a l e d  f r o m  t h e  c o r r e s p o n d i n g  v a l u e  o f  f m i n " g i v e n  ( i n  a c c o r d a n c e  w i t h  ( 3 0 ) )  b y

f m i n  =  ( f x  ( f x F H )  ) 2  -  D F ( 3 1 )

W h e n . . h ' *  b e g i n s  t o  i n c r e a s e  r a p i d l y  a t  l o w  f n e q u e n c i e s ,  a n d  d j s a p p e a r s  ( t h r o u g h  a b s o r p t i o n )  b e f o r e
r e a c h i n g  t h e  v a l u e  o f ,  f "  r e q u i r e d  b V  ( 3 0 ) ,  s o m e  a v a i l a b ) e  0 - r a y  d a t a  a r e  i g n o i e d .  H o w e v e r ,  i t  i s
s h o w n  i n  S e c t i o n  8 . 5 . 2  t h a t  s c a l i n g  o f  v i r t u a l  h e i g h t s  w h i c h  a r e  s t r o n g l y  a f i e c t e d  b y  t h e  p n e s e n c e  o f
a n  u n d e r l y i n g  p e a k  d o e s  n o t  j n c r e a s e  t h e  a c c u r a c y  o f  c a l c u l a t e a  r e a t  f r e i g i r t s  i n  t h e  o b s e r v e d  r a n g e .

C a l c u l a t e d  r e a ' l  h e i g h t s  w i t h  a n d  w i t h o u t  t h e  s i n g l e - p o i n t  c o r r e c t i o n  a r e  s h o w n  b y  t h e  l o w e r  a n d
u p p e r  d o t t e d  l i n e s  i n  F i g .  1 6 .  I n  t h e  u n o b s e r v e d  r e g i o n  a t  F N  <  f m i n  t h e  c o n r e c t e d  p i o f i l e  m a y  b e a r
l  i t t l e  r e s e m b l a n c e  t o  t h e  t r u e  v a r i a t i o n .  T h e  t o t a l  e l e c t r o n  c o n t e n t  o f  t h i s  r e g i o n  1 s  r e p r o o u c e o
r e a s o n a b l y  w e l l ,  h o w e v e r ,  s o  t h a t  t h e  F  l a y e r  h e i g h t s  a r e  o b t a i n e d  w i t h  g o o d  a c c J r a c y .  N o t e  t h a t
w h i l e  t h e  u p p e r  c u r v e s  i n  F i g .  1 6  s h o w  t h e  c o m p l e l e  v i r t u a l - h e i g h t  t r a c e i  f o r  t h e  X  i a y  ( p l o t r e d  a s  a
f u n c t i o n  o f  t h e  p l a s m a  f r e q u e n c y  a t  r e f l e c t i o n ) ,  o n l y  t h e  s i n g l e  v a l u e  m a r k e d  b y  a  c r o s s  j s  u s e d  i n
t h e  a n a l y s i s .  T h e  c a l c u l a t e d  p r o f i l e  c o n t i n u e s  s m o o t h l y  b e l o w  f m i n ,  w i t h  a  m o n o t o n i c a l l y  i n c r e a s i n g
g r a d i e n t ,  d o w n  t o  t h e  s t a r t i n g  f r e q u e n c y  f s .  T h e  r e s u l t  h a s  a p p r o x i m a t e l y  t h e  c o r r e c t  v a l u e s  f o r
t h e  t o t a l  e l e c t r o n  c o n t e n t  a n d  f o r  t h e  g r a d i e n t  n e a r  f m i n ,  a n d  a g r e e s  e x a c l l y  w i t h  a l 1  t h e  g l v e n  0 - r a y
d a t a  a n d  w . i t h  t h e  s i n q l e  X - r a y  m e a s u r e m e n t .
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f m i n  =  F H

f m i n  =  ( 7 / 6 ) F H

f m i n  =  ( B / 6 ) F H

f m i n  =  1 9 / 6 ) F H

- 0 .  0  3 2  - 0  . 0 2 6  -  0 . 0  1  3

- 0 .  0 7 8  - 0 . 0 5 4  - 0 .  0  1 6

- 0 .  I  1 5  - 0 . 0 7 5  - 0 . 0 1 6

- 0 . 1 4 5  - 0 . 0 8 8  - 0 . 0 1 1

0 . 0 2 0

0 . 0 4 8

0 . 0 7 i

0 . 0 9 2

0 . 0 7 7

0 .  1 3 4

0 . 1 7 4

0 . 2 0 5

0 . 1 6 2

0 .  2 3 3

0  . 2 B l

0 .  3 i 7

0 . 2 5 6  0 .  3 5 5

0  . 3 2 9  0 .  4 0  I

0 .  3 / 9  0  . 4 4 4

0 . 4 1 3  0 . 4 8 0
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P l o s m o  F n e q u e n c Y ,  t r , 1  H z .

F i g u r e  1 6 .  A n a l y s i s  o f  t h e  t w o  b a s i c  t y p e s  o f  s t a r t  p r o f i l e ,  a t  a  d i p  a n g l e  o f  7 0 " '
U p p e r  d o t t e d  l j n e s  s h o w  t h e  r e s u l t  o f  a  d i r e c t  0 - r a y  a n a l y s i s  f r o m  f m i n  =  F H  =  1 . 2  M H z .
T h e  l o w e r  d o t t e d  l i n e s  a r e  o b t a i n e d  u s i n g  t h e  s i n g l e - p o i n t  p r o c e d u r e  i n  S P 0 L A N ,  w i t h  a
s t a r t i  n g  f r e q u e n c y  f s  o f  0 . 6  M H z .

.  \ h o  
- \ .

r r m r n  \  _ . - -

3

52




