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DESCRIPTI0N 0F 'II0RLD DATA CENTERS

orld Data Centers conduct international exchange of geophysical observations in accordance with the prin-
c ip les  se t  fo r th  by  the  In te rna t iona l  Counc i l  o f  Sc ien t i f i c  Un ions  ( ICSU) .  They  were  es tab l i shed in  1957 by  the
International Geophysical Year Con[ittee (CSAGI) as part of the fundarnental international planning for the tGY
prograin to collect data fron the nunerous and widespread IGY observationa'l prograns and to fiBke such data readily
access ib le  to  in le res ted  sc ien t is ts  and sc i ro la rs  fo r  an  indef in i te  per iod  o f  t i rn€ .  l iDC-A was es tab l i shed in  the
U.S,A. ; ' iDC-B,  in  the  U.S.S.R. i  and IJDC-C,  in  western  Europe,  Aus t ra l ia ,  and Japan.  Th is  new sys lenr  fo r  exchang ing
geophysical dato was found to be very effective, and the operations of the tJorld Data Centers were extended by ICSU
on d  cont inu ing  bas is  Lo  o ther  in te rnd t iona l  p rograms;  the  l , lDC 's  were  under  the  superv is ion  o f  the  Co i t i te
ln te rnd t iona l  de  Geophys ique (CIG)  fo r  the  per iod  1960 to  1967 and are  now superv ised by  the  ICSU Pane l  on  l l Jor ld
Ddta  Cent res ,

The current plans for continued international exchange of Eeophysical data throuqh the l lorld Data Centers are
set forth in lhe Foupth Co4solidated Guide ta Internotional Data Etchange tfu'atgh the l/ot"L,7 |)atta CentTes, issued by
the ICSU Panel on florld Data Centres, These plans are broadly similar to those adopted under ICSU auspices for the
IGY dnd subsequent  jn te rna t iona l  p rograms.

I-v-!s!r.9r-:.-q&-R-$p9!:i!i!!$-o-l-tr.qg!
The t lo r ld  Data  Centers  co l lec t  da ta  and pub ' l j ca t ions  fo r  the  fo l low ing  d isc ip l ines :  G lac io logy ;  i , te teoro logy ;

oceanography ;  Rockets  and Sate l l i tes ;  So la r -Ter res t r ia l  Phys ics  d isc ip l ines  (So lar  and ln te rp ' lane tary  Phenonena,
lonospher ic  Phenomena,  F la re  Assoc ia ted  Events ,  Geor ragnet ic  Phenornena,  Aurora ,  Cosrn ic  Rdys ,  A i rg low) ;  So l id -Ear th
Geophys ics  d isc ip l ines  (Se isno logy ,  Tsunamis ,  l4ar i  ne  ceo logJ  and Geophys ics ,  Grav jmet ry ,  Ear th  T ides ,  Recen l
r\, lovements of lhe Earth's Crust, Rotation of the Earth, Magnetic Measurements, Paleonagnetism and Archeonagnet i sm,
Vo lcano logy ,  Geothermics) .  ln  p lann ing  fo r  the  var ious  sc ien t i f i c  p rograros ,  dec is ions  on  da ta  exchange v ie re  f iBde
by the  sc ien t j f i c  comnun i ty  th rough the  in te rna t iona l  sc ien t i f i c  un ions  and comni t tees .  ln  each d isc iD l ine  the
specialists themselves detennined the nature and form of data exchange, based on their needs as research workers.
Thus  the  type  and amount  o f  da ta  in  the  WDC'S d i f fe r  f rom d isc ip l ine  to  d isc ip l ine .

The ob jec ts  o f  es tab l i sh ing  severa l  t lo r ld  Data  Centers  fo r  co l lec t ing  observd t iona l  da ta  were :  ( l )  to  insure
aga ins t  loss  o f  da ta  by  the  ca tas t roph ic  des t ruc t jon  o f  a  s ing le  center ,  (2 )  to  meet  the  geograph ica l  conven ience
of, and provide easy coffmunication for, workers in different parts of the wor'ld. Each l, lDC is responsible for: (1)
endeavor ing  to  co l lec t  a  cornp le te  se l  o f  da ta  in  the  f ie ld  o r  d isc ip l ine  fo r  wh ich  i t  i s  respons ib le ,  (2 )  sa fe-
keep ing  o f  the  incoming da ta ,  (3 )  cor rec t  copy ing  and reproduc t ion  o f  da ta ,  ma in ta jn ing  adequate  s tandards  o f
c la r i t y  and durab i l i t y ,  (4 )  supp ly ing  cop ies  to  o ther  l l lDc 's  o f  da ta  no t  rece ived d i rec t l y ,  (5 )  p repara t ion  o f  ca ta-
logs  o f  a l l  da ta  jn  i t s  charge,  and (6 )  mak ing  da ta  in  the  ! . |DC's  ava i lab le  to  the  sc ien t i f i c  corunun i ty .  The l , {DC's
conduct their operation at no expense to ICSU or to the ICSU family of un'ions and comnittees.

l lorld Data Center A

llorld Data Center A, for v{hich the National Academy of Sciences through the Geophysics Research Board and its
Coml i t tee  on  Data  In te rchange and Data  Centers  has  over -a l l  respons ib i l i t y ,  cons is ts  o f  the  WDC-A Coord ina t ion
of f i ce  and seven subcenters  a t  sc ien t i f i c  ins t i tu t ions  in  var ious  par ts  o f  the  l jn i ted  Sta tes .  The cRB per iod ica l l y
reviews the activit ies of I,{DC-A and has conducted several studies on the effectiveness of the l l, lDc systen. As a
result of these reviews and studies some of the subcenters of {DC-A have been relocated so that thei could 'mre
effectively serve the scientif ic comunity. The addresses of the WDC-A subcenters and Coordination Office are
g iven ins ide  the  f ron t  cover .

The da ta  rece ived by  WDC-A have been nEde ava i lab le  to  the  sc ien t i f i c  comnun i ty  in  var ious  ways :  (1 )  repor ts
conta in ing  da ta  and resu l ts  o f  exper iments  have been compi led ,  pub l i shed,  and t , ' i de ly  d is t r ibu ted ;  (2 )  synopt ib  t -ype
data  on  cards ,  mic ro f i lm,  o r  tab les  are  ava i iab le  fo r  use-a t  Lhe subcenters  and fo r  loan  to  sc ien t is ts ;  (3 )  cop ie i
of data and reports are provided upon request.

I V
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by

J .  E .  T I T H E R I D G E

P h y s i c s  D e p a r t m e n t ,  T h e  U n i v e r s i t y  o f  A u c k l a n d

A u c k l a n d ,  N e w  Z e a l a n d

A B S T R A C T .  D i f f e r e n t  m e t h o d s  f o r  t h e  r e a l - h e i g h t  a n a l y s i s  o f  i o n o g r a m s ,  a n d  t h e i r  f i e l d s
o f  a p p l i c a t i o n ,  a r e  s u r v e y e d .  A  f l e x i b l e  n e w  p r o c e d u r e  i s  d e v e l o p e d  t o  g i v e  m a x i m u m
a c c u r a c y  a n d  r e l i a b i l i t y  i n  a n  a u t o m a t i c ,  o n e - p a s s  a n a l y s i s .  T h e  p r o g r a m  P 0 L A N  u s e s
p o l y n o m i a l  r e a l - h e i g h t  s e c t i o n s  o f  a n y  r e q u i r e d  d e g r e e ,  f i t t i n g  a n y  n u m b e r  o f  d a t a
p o i n t s .  B y  c h o i c e  o f  a  s i n g l e  p a r a m e t e r  ( M O D E )  i t  c a n  r e p r o d u c e  a l l  c u r r e n t  m e t h o d s  f r o m
l i n e a r - l a m i n a t i o n s  t o  s i n g l e  o r  o v e r l a p p i n g  p o l y n o m i a l s .  I n  a d d i t i o n  a  w i d e  r a n g e  o f
i e a s t - s q u a r e s  m o d e s  a r e  a v a i l a b l e ;  t h e s e  a r e  p r e f e r a b l e  f o r  m o s t  p u r p o s e s ,  p a r t i c u l a r l y

w i t h  o v e r s a m p l e d  d a t a  ( a s  f r o m  d i g i t a l  i o n o s o n d e s ) .  T h e  m o d e  o f  a n a l y s i s  c h a n g e s
a u t o m a t i c a l l y  w i t h i n  t h e  p r o g r a m  t o  g i v e  a n  o p t i m i s e d  l e a s t - s q u a r e s  c a l c u l a t i o n  i n  t h e
s t a r t ,  p e a k  a n d  v a l i e y  r e g i o n s .  P h y s i c a l l y  u n a c c e p t a b l e  s o l u t i o n s  a r e  a d j u s t e d  b y
i m p o s i n g  l i m i t s  o n  t h e  p r o f i l e  p a r a m e t e r s .  T h e  n e w  p r o f i l e  c o e f f i c i e n t s  ( a n d  t h e  n e w
f i t t i n g  e r r o r )  a r e  o b t a i n e d  d i r e c t l y  a n d  r a p i d l y  f r o m  t h e  p r e v i o u s  s o l u t i o n .  T h i s
p e r m i t s  r e p e a t e d  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  a d j u s t m e n t s ,  a s  r e q u i r e d ,  a n d  c a n c e l l a t i o n  o f  a n y
c h a n g e  i f  i t  p r o d u c e s  a n  u n a c c e p t a b l y  l a r g e  i n c r e a s e  i n  t h e  v i r t u a l - h e i g h t  f i t t i n g  e r r o r .

T h e  i n f o r m a t i o n  a v a i l a b l e  u s i n g  c o m b i n e d  o r d i n a r y  a n d  e x t r a o r d i n a r y  r a y  d a t a
i s  s t u d i e d  u n d e r  d i f f e r e n t  c o n d i t i o n s .  P r o c e d u r e s  a r e  d e v e l o p e d  w h i c h  c a n  s o l v e  t h e
u n d e r l y i n g  a n d  v a l l e y  a m b i g u i t i e s  w i t h  h i g h  a c c u r a c y ,  g i v e n  s u i t a b l e  d a t a ,  a n d  w h i c h
c a n  d e t e c t  a n d  r e j e c t  b a d  d a t a .  P h y s i c a l l y  r e a s o n a b l e  m o d e l s  a r e  i n c o r p o r a t e d  i n t o  t h e
l e a s t - s q u a r e s  s t a r t  a n d  v a l l e y  c a l c u l a t i o n s .  T h i s  e n s u r e s  a n  a c c e p t a b l e ,  s t a n d a r d i s e d
f o r m  f o r  t h e  p r o f i l e s  i n  t h e s e  r e g i o n s  w h e n  o n l y  o r d i n a r y  r a y  d a t a  a r e  a v a i l a b l e .  W i t h
g o o d  o r d i n a r y  a n d  e x t r a o r d i n a r y  r a y  d a t a  P 0 L A N  p r o d u c e s  t h e  m a x i m u m  a m o u n t  o f  i n f o r m a t i o n
w h i c h  c a n  b e  o b t a i n e d  a b o u t  t h e  u n o b s e r v e d  r e g i o n s ,  a n d  r e s u l t s  a r e  a l m o s t  i n d e p e n d e n t  o f
t h e  p h y s i c a l  m o d e l s .  [ , r l i t h  p o o r  o r  i n c o n s i s t e n t  d a t a ,  g i v i n g  a  l e s s  w e l l - d e f i n e d  s o l u t i o n ,
r e s u l t s  b e c o m e  i n c r e a s i n g l y  b i a s e d  t o w a r d s  t h e  p h y s i c a l  m o d e l  s o  t h a t  a c c e p t a b l e  r e s u l t s
a r e  o b t a i  n e d  u n d e r  m o s t  c o n d  i  t i  o n s .

M a n y  o f  t h e  t e c h n i q u e s  u s e d  i n  P O L A N  a r e  n e w .  P r o c e d u r e s  a n d  m o d e l s  d e v e l o p e d  f o r
t h e  s t a r t ,  p e a k  a n d  v a l l e y  r e g i o n s  a r e  d e s c r i b e d  i n  r e a s o n a b l e  d e t a i l ,  a l o n g  w i t h  t h e
p r e c a u t i o n s  f o u n d  t o  b e  n e c e s s a r y  f o r  m a x i m u m  a c c u r a c y  w i t h  e x t r a o r d i n a r y  r a y  d a t a .
M a t h e m a t i c a l  p r o c e d u r e s  f o r  e n s u r i n g  f u l l  a c c u r a c y  a t  a l l  d i p  a n g l e s  a r e  d e s c r i b e d  j n  t h e
a p p e n d i c e s .  0 p t i m u m  r u l e s  f o r  s c a l i n g  d a t a  a r e  a l s o  d e v e l o p e d  a n d  t h e  p r a c t i c a l  u s e  o f
P 0 L A N  i s  d e t a i l e d .  A l 1  p r o g r a m s  a r e  l i s t e d  i n  t h e  a p p e n d i c e s ,  a l o n g  w i t h  s t a n d a r d  t e s t
d a t a  a n d  t h e  c o r r e s p o n d i n g  o u t p u t s .  C o p i e s  o f  t h e  p r o g r a m s  a r e  a v a i l a b l e  o n  m a g n e t i c
m e d i a  f r o m  W o r l d  D a t a  C e n t e r  A .
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F I G U R E  C 2 .  C h a n g e s  i n  t h e  X - r a y  v i r t u a l  h e i g h t  d u e  t o  a  d e c r e a s e  i n  F H .

T A B L E  C 2 .  T h e  r e l a t i v e  g r o u p  r e t a r d a t i o n  o f  0  a n d  X  r a y s .

F I G U R E  C 3 .  T h e  e q u i v a l e n t  m o n o t o n i c  d i s t r . i b u t i o n  f o r  a n  u n d e r l y i n g  1 a y e r .

F I G U R E  C 4 .  V i r t u a l  h e i g h t s  f o r  a  l o w  l a y e r  a n d  i t s  e q u i v a l e n t  m o n o t o n i c  d j s t r i b u t j o n .

T A B L E  C 4 .  E r r o r s  i n  t h e  s l a b  s t a r t  c a l c u l a t i o n ,  u s i n g  f i x e d  v a l u e s  o f  F H .

F I G U R E  C 5 .  N i g h t  E - r e g i o n  p r o f i l e s  u s e d  i n  d e v e l o p i n g  r u l e s  f o r  s t a r t  c a l c u l a t i o n s .

F I G U R E  C 6 .  S l a b  s t a r t  c a l c u l a t j o n s  u s i n g  a  f i x e d  v a l u e  o f  g y r o f r e q u e n c y .

F I G U R E  C 7 .  E r r o r s  o b t a i n e d  f r o m  a  m o d e l  i o n o g r a m  u s i n g  d i f f e r e n t  v a l u e s  o f  F H .

F I G U R E  C B .  T h e  s e p a r a t i o n  o f  " u n d e r l y i n g "  a n d  " r e f l e c t j o n "  r e g i o n s  f o r  F H .



TERI.III{OLOGY

1.  Phys ica l  Parameters .

I  o r  D I P  i s  t h e  m a g n e t i c  d i p  a n g 1 e ,  i n  d e g r e e s .
F B  o r  F H  j s  t h e  e l e c t r o n  g y r o f r e q u e n c y ,  i n  M H z .

F B  i s  t h e  g y r o f r e q u e n c y  a t  g r o u n d  1 e v e 1 ,  g i v e n

FH
=  t h e
=  t h e

FN
F

t h e  n e a l - h e i g h t  g r a d i e n t  d h l d F N .
( 1  -  r r u 2 7 P P 2 1 . 5 ,  v a r y i n g  f r o m  T  =

re f l  ec t i  on  he i  gh t
u  i s  t h e  p h a s e  r e f r a c t i v e  i n d e x ,  v a r y i n g
u' i  s the sroup refrac, l i l .=,  

l f ; : r ,  
vary. i  ns

1  b e l o w  t h e  i o n o s p h e r e  t o  T  =  0  a t  t h e
H R .

f r o m  I  a t  F N  =  0  t o  0  a t  t h e  h e i q h t  o f  r e f l e c t i o n
f r o m  1  a t  F N  =  0  t o  s e c ( l ) / T  ( f o r  t h e  0  r a y )

i n  t h e  c a l l  t o  P 0 L A N .  T h i s  i s  m a d e
b e  h e i g h t  i n d e p e n d e n t .
t h e  h e i g h t  F H H T .

f r e q u e n c i e s  ( r e f l e c t e d  a t  t h e  s a m e

e x t r a o r d i n a r y  r a y s .

H T ( 3 0 ) .
p rog ress ,  ex tends  to

F R  =  t h e

H R  =  t h e
f m i n  =  t h e
h ' m i n .  t h e

n e g a t i v e  i f  t h e  g y r o f r e q u e n c y  i s  t o. i s  t h e  c u r r e n t  v a l u e  o f  F B ,  c o r r e s p o n d i n q  t o
p l a s m a  f r e q u e n c y  i n  M H z .

w a v e  f r e q u e n c y  i n  M H z .  P o s i t i v e  v a l u e s  a r e  u s e d  f o r  o r d i n a r y  ( 0 )  r a y  d a t a ,  a n d
n e g a t i v e  v a l u e s  f o r  t h e  e x t r a o r d i n a r y  ( X )  r a y .

p l a s m a  f r e q u e n c y  a t  r e f l e c t i o n  f o r  t h e  w a v e  o f  f r e q u e n c y  F .  T h u s  F R  =  F  f o r  t h e
0  r a y ,  a n d  F R 2  =  F ( F  +  F H )  f o r  X  r a y s  ( w n e r e ' F  i s  n e t a t i v e ) .

r e a l  h e i g h t  o f  r e f i e c t i o n  ( h 1 )  f o r  t h e  w a v e  o f  f r e q u e n c y  F i .
l o w e s t  f r e q u e n c y  i n  t h e  g i v e n  0 - r a y  v i r t u a l - h e . i g h t  d a t a .
l o w e s t  v i r t u a l  h e i g h t  f o r  t h e  o r d i n a r y  r a y .  T h i s  m a y  b e  a t  a  f r e q u e n c y  g r e a r e r

than fmi  n  .

T

X  i s  t h e  s o l a r  z e n i t h  a n g l e  ( S e c t i o n  6 . 3 ) .
f o ,  f x  a r e  c o r r e s p o n d i n g  o r d i n a r y  a n d  e x t r a o r d i n a r y  r a y

v a l u e  o f  p l a s m a  f r e q u e n c y ) .
h ' 0 ,  h ' x  a r e  v j r t u a l  h e i g h t s  f o r  t h e  o r d i n a r y  a n d

2.  D iscre te  Data  Ar rays .

f 1 ,  f 2 ,  f 3 , . . .
h ' t ,  h ' Z ,  h ' 3 , . . .

r k ' . . .

"  K . . .

/  F ^  \( l - C ) ,  ( F C X )  S c a l e d  f r e q u e n c i e s .
S c a l e d  v i  r t u a l  h e i  g h t s .

h 1 ,  h 2 ,  h 3 , . . .  h p , . . .  H M  C a l c u l a t e d  r e a l  h e i g h t s .
F C ,  F C X  a r e  c r i t i c a l  f r e q u e n c i e s  f o r  t h e  0  a n d  X  r a y s  r e s p e c t i v e l y .
k  i s  t h e  i n d e x  o f  t h e  c u r r e n t  . ' o r i g i n '  ( f l , h i ]  t o  w h i c h  t h e  n e x t  s t e p  o f  t h e  r e a l  h e i g h t

c a l c u l a t i o n  i s  r e f e r e n c e d .  K R  i s  u s e d  i n  p l a c e  o f  k  w i t h i n  P O L A N .
h " n  ( w h e r e  n  >  k )  i s  t h e  ' r e d u c e d  v i r t u a l  h p i n h t '  o n r r : l  r n

cue to those parts or t l : '  3l i t i ' . ' l ! i l*t?n.n.l. '^l l i ' : . lF.n'^?;1, ;; j : '^0"t"
F V ,  H T  a r e  t h e  d a t a  a r r a y s  u s e d  i n  p O L A N .

V i r t u a l - h e i g h t  d a t a  a r e  i n i t i a l l y  m o v e d  u p  t o  s t a r t  a t  F V ( 3 0 ) ,
R e a l - h e i g h t  d a t a  s t a r t s  a t  F V ( 1 ) ,  H T ( 1 )  a n d ,  a s  c a l c u l a t . i o n s

I t ,  HA is the o,"in,noli lnf;: ' .1::.: ; ' : . : ] : l ! i l ; i ' ; l?i i ; , , , . , .
K R  i s  t h e  i n d e x  o f  t h e  c u r r e n t  r e a l - h e i g h t  o i i g . i n ,  s o  t h a t
K V  i s  t h e  c o r r e s p o n d i n g  i n d e x  i n t o  t h e  v i r t u a l - h e i g h t  d a t a ,

F V ( K V )  =  p a ,  a n d  H T ( K V )  i s  t h e  r e d u c e d

F A  =  F V ( K R )  a n d  H A  =  H T ( K R ) .
s o  t h a t  ( n o r m a l  1 y )

v i r t u a l  h e i g h t  a t  t h e  f r e q u e n c y  F A .

F i ,  H i '  H ' i  a r e  d i s c r e t e  p o i n t s  w i t h i n  t h e  r a n g e  o f  t h e  c u r r e n t  r e a l - h e i g h t  p o l y n o m i a l .
i  i s  a  r e l a t i v e  i n d e x ,  b e g i n n i n g  a t  t h e  c u r r e n t  o r i g i n  w h e r e  F A  =  F 6 ,  H A  =  H o .

T h u s  t h e  p o l y n o m i a l  c a l c u l a t i o n  u s e s  f r e q u e n c i e s  F . i  =  f l + t  f o r "  i  =  I  t o - M V .
T h e s e  c o r r e s p o n d  t o  f r e q u e n c i e s  F V ( K R + 1 )  t o  F V ( K R + M V )  i n ' t h e  g i v e n  d a t a  a r r a y  F V .

H i  a r e  t h e  c a l c u l a t e d  r e a l  h e i g h t s  a t  t h e  f r e q u e n c i e s  F 1 .
H ' i  a r e  t h e  r e d u c e d  v i r t u a l  h e i g h t s ,  e q u a l  t o  t h e  s c a l e d  v i r t u a l  h e i g h t s  h ' k + i  l e s s

t n e  g r o u p  r e t a n d a t j o n  i n  t h a t  s e c t i o n  o f  t h e  p r o f i l e  w i t h  p l a s m a  f r e q i i e n c i e s  F N  <  F o .

3 .  P r o f i l e  C a ' l c u l a t i o n s .

The f i t ted  rea l  he igh t  express ion  is :
l'lT i

h  -  H A  =  > . q 1  ( F N  -  F A ) J  g i v i n g  r e a l  h e i g h t  h  a s  a  f u n c t i o n  o f  p l a s m a  f r e q u e n c y  F N .j = 1  ,

F A ,  H A  d e f i n e  t h e  o r i g i n  o f  t h e  c u n r e n t  p o i y n o m i a l ,  i . e .  F A  =  f 1  =  F V ( K R )  a n d  H A  =  h 1  =  H T ( K R ) .
q j  o r  q ( i )  a r e  t h e  p o ) y n o m i a l  c o e f f i c i e n t s  f o r  t h e  c u r r e n t . e a i  n e i g h t  i t e p .



A M O D E  i s  a n  i n p u t  p a r a m e t e r  s p e c i f y i n g  o n e  o f  t e n  s t a n d a r d  t y p e s  o f  a n a l y s i s ,  c o r r e s p o n d i n g  t o
d i f f e r e n t  v a l u e s  o f  N T ,  N V ,  N R  a n d  N H  ( S e c t i o n  5 . 2 ) .

The nunber  o f  f requenc ies  used:

N V  i s  t h e  n u m b e r  o f  0 - r a y  v i r t u a l - h e i g h t  d a t a  p o i n t s  ( a b o v e  F A )
f i  t t e d .

N F  i s  t h e  n u m b e r  o f  0 - r a y  p o i n t s  a c t u a l l y  u s e d ;  n o r m a l l y  e q u a l
p o i n t s  a v a i l a b l e  b e f o r e  a  l a y e r  p e a k .

N X  i s  t h e  n u r n b e r  o f  X - r a y  d a t a  p o i n t s  u s e d  ( i n  s t a r t  a n d  v a 1 1 e y
e q u a l  t o  t h e  n u m b e r  a v a i l a b l e  i n  t h e  r a n g e  F A  t o
t o  F N  >  F M  +  0 . 1  M H z  a r e  d e l e t e d .

M V  -  N X  +  N F  i s  t h e  t o t a l  n u m b e r  o f  v i r t u a l  h e i g h t s  f i t t e d .

F M  =  F V ( M F )  i s  t h e  h i g h e s t  0 - r a y  f r e q u e n c y  u s e d  i n  t h e  c u r r e n t  s t e p .
l 4 F  =  K R  +  M V  i s  t h e  i n d e x  c o r r e s p o n d i n g  t o  F M  i n  t h e  d a t a  a r r a y s  F V ,  H T '
l 4 X  =  K R  +  N X  i s  t h e  i n d e x  o f  t h e  h i g h e s t  X  r a y  u s e d .

The number of terms used:

N T  i s  t h e  i n i t i a l  n u m b e r  o f  t e r m s  t o  b e  u s e d  i n  t h e  p o l y n o m i a l  r e a l  h e i g h t  e x p r e s s i o n .
l ' 1 T  i s  t h e  n u m b e r  o f  p o l y n o m i a l  t e r m s  a c t u a l l y  u s e d  w r ' t h . i n  P 0 L A N .  T h i s  i s  n o r m a l l y  e q u a l  t o

N T  +  ( N X + 1 ) / 2 ,  w i t h  a  m a x i m u m  v a l u e  o f  M V  +  N R .
J M  i s  t h e  t o t a l  n u m b e r  o f  r e a l - h e i g h t  t e r m s  c a l c u l a t e d ,  n o r m a l l y  e q u a l  t o  M T .  A n  a d d i t i o n a l

t e r m  q ( J M )  l w j t h  J M  =  M T + l ]  i s  i n c l u d e d  a t  a  v a l l e y ,  o r  w i t h  a n  X - r a y  s t a r t  c a l c u l a t i o n ,
t o  p r o v i d e  a  c a l c u l a t e d  s h i f t  o r  o f f s e t  h  -  H A  =  q ( J M )  i n  t h e  h e i g h t  o f  t h e  o r i g i n  F A .

i s  t h e  n u m b e r  o f  k n o w n  r e a l  h e i g h t s  a b o v e  F A  t o  b e  i n c l u d e d  i n  t h e  p o l y n o m i a ' l  f i t  ( S e c t i o n  5 . 2 ) .
i f  N R  i s  n e g a t i v e ,  f i t t i n g  i s  t o  1  r e a l  h e j g h t  b e l o w  F A  a n d  t o  l N R l - 1  h e i g h t s  a b o v e  F A .

i s  t h e  n u m b e r  o f  n e w  r e a l  h e i g h t s  t o  b e  c a l c u l a t e d .  T h i s  i s  e q u a l  t o  t h e  n u m b e r  o f  p o i n t s  t h e
o r i g i n  i s  a d v a n c e d  f o r  t h e  n e x t  s t e p .  N H  =  1  f o r  M o d e s  1  t o  6 ,  e x c e p t  j u s t  b e f o r e  a  p e a k
w h e n  N H  =  N F  s o  t h a t  r e a l  h e i g h t s  a r e  c a l c u l a t e d  a t  a l l  f i t t e d  ( 0 - r a y )  f r e q u e n c i e s .

4-  S tar t ,  Peak  and Va l ' ley  Ca lcu la t ions .

f s ,  h s  i s  t h e  s t a r t i n g  p o i n t  f o r  t h e  p r o f i l e  c a l c u l a t j o n ,  w i t h  f 5  ( =  f m i n  a n d  h r  < =  h ' m i n .
f s  i s  n o r m a l l y  0 . 5  M H z ,  f o r  a n  O - r a y  c a l c u l a t i o n .

S T A R T  i s  a n  i n p u t  p a r a m e t e r  s p e c i f y i n g ,  n o r m a l l y ,  a  m o d e l  s t a r t i n g  h e i g h t  ( h 5 ) .  A l t e r n a t i v e l y
S T A R T  m a y  s p e c i f y  t h e  v a l u e  o f  f ,  f o r  a  f i x e d  s t a r t i n g  h e i g h t  o f  9 0 '  1 1 0 '  1 3 0 '  1 5 0  o r
1 7 0  k m  ( S e c t i o n  6 . 3 ) .  S T A R T  =  0  g i v e s  a n  e x t r a p o l a t e d  v a l u e  o f  h s ,  w h i l e

S T A R T  =  -  1 .  s e t s  f r  -  f m i  n  a n d  h s  =  h ' m i  n .

F C  i s  ( i  )  a  s c a l e d  0 - r a y  c r i t i c a l  f r e q u e n c y ,
o r  ( i i )  t h e  f i n a l  c a l c u l a t e d  c r i t i c a l  f r e q u e n c y  o f  a  I a y e r  p e a k .

F C X  i s  a  s c a l e d  X - r a y  c r i t i c a l  f r e q u e n c y  ( S e c t j o n  5 . 4 ) .

S H  i s  t h e  c a l c u l a t e d  s c a l e  h e i g h t  o f  a  ( C h a p m a n - 1 a y e r )  p e a k .

H M A X  i s  t h e  c a l c u l a t e d  p e a k  h e i g h t .

T C O N T  i s  t h e  t o t a l  e l e c t r o n  c o n t e n t  o f  t h e  i o n o s p h e r e  u p  t o  t h e  l a y e r  p e a k  ( i n c l u d i n g  c o n t r i b u t i o n s
f rom any  I  ower  I  ayers  )  .

H V A L  i s  t h e  v i r t u a l  h e i g h t  c o r r e s p o n d i n g  t o  a  c r i t i c a l  f r e q u e n c y ,  a n d  m u s t  b e  l e s s  t h a n  3 0 .  I f  t h e
g i v e n  v a l u e  h ' ( F C )  i s  z e r o ,  H V A L  i s  s e t  e q u a l  t o  t h e  p a r a m e t e r  V A L L E Y  i n  t h e  c a l l  t o  P 0 L A N .

V | . l I D T H  i s  t h e  o v e r a l l  w i d t h  o f  t h e  v a l l e y  i n  k m ,  e q u a l  t o  t h e  h e i g h t  r a n g e  o v e r  w h i c h  t h e  p l a s m a
f r e q u e n c y  i s  l e s s  t h a n  t h e  v a l u e  F C  f o r  t h e  u n d e r l y i n g  p e a k .

V D E P T H  i s  t h e  d e p t h  o f  a  v a l l e y  i n  M H z .
S H A  i s  a  m o d e l  s c a l e  h e i g h t  f o r  t h e  n e u t r a l  a t m o s p h e r e ,  g i v e n  b y  S H A  =  h / 4  -  2 0  k m  ( S e c t i o n  7 . 2 ) .

T h e  ' s t a n d a r d  v a l l e y '  h a s  a  w i d t h  o f  2 . S H A  =  H I { A X / 2  -  4 0  k m ,  w h e r e  H M A X  i s  t h e  h e i g h t  o f
t h e  u n d e r l y i n g  p e a k .

V P T A K  i s  t h e  r a t i o  ( s c a 1 e  h e i g h t  a b o v e  a  p e a k ) / ( c a l c u l a t e d  s c a l e  h e i g h t  S H  b e l o w  t h e  p e a k ) .
V P E A K  i s  c u r r e n t l y  s e t  e q u a l  t o  1 . 4 ,  a t  t h e  b e g i n n i n g  o f  S T A V A L ,  c o r r e s p o n d i n g  t o  a  4 0 %
j n c r e a s e  i n  s c a l e  h e i g h t  a b o v e  t h e  p e a k .

P A R H T  i s  t h e  h e i g h t  r a n g e  f o r  t h e  i n i t i a l  p a r a b o l i c  s e c t i o n  o f  t h e  v a l l e y ,  e x t e n d i n g  f r o m  t h e  l a y e r
p e a k  t o  t h e  v a l l e y  b o t t o m ,  w i t h  a  s c a i e  h e i g h t  o f  1 . 4  S H .

V B A S E  s p e c i f i e s  t h e  e x t e n t  o f  t h e  f l a t  v a l l e y  b o t t o m ,  a s  a  f r a c t i o n  o f  t h e  d i s t a n c e  ( V l ' l I D T H - P A R H T )
a b o v e  t h e  p a r a b o l i c  s e c t i o n .  V B A S E  i s  c u r r e n t l y  s e t  e q u a l  t o  0 . 6 .  A b o v e  t h i s  f l a t
s e c t i o n  F N  i n c r e a s e s  l i n e a r ' l y  f r o m  F V  t o  F C ,  i n  a  d i s t a n c e  0 . 4 ( V l . l I D T H - P A R H T ) .

t o  w h i c h  t h e  p o l y n o m i a l  i s  t o  b e

to  NV or  to  the  number  o f  0 - ray

c a l c u l a t i o n s ) .  T h i s  i s  c o m m o n l y
F M  +  0 .  1  M H z ;  p o i n t s  c o r r e s p o n d i n g
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1 . INTRODUCTION

T h e  s w e e p - f r e q u e n c y  i o n o s o n d e  i s  a  b a s j c  t o o l  f o r  i o n o s p h e r i c  r e s e a r c h .  I t  p r o d u c e s  r e c o r d s
w h i c h  c a n ,  i n  t h e o r y ,  b e  a n a l y s e d  t o  g i v e  t h e  v a r i a t i o n  o f  e l e c t r o n  d e n s i t y  w i t h  h e i g h t  u p  t o  t h e
p e a k  o f  t h e  i o n o s p h e r e .  S u c h  e l e c t r o n - d e n s i t y  p r o f i l e s  p r o v i d e  m o s t  o f  t h e  i n f o r m a t i o n  r e q u i r e d  f o r
s t u d i e s  o f  t h e  i o n o s p h e r e  a n d  i t s  e f f e c t  o n  r a d i o  c o m m u n i c a t i o n s .  0 n 1 y  a  m i n u t e  f r a c t i o n  o f  t h e
r e c o r d e d  i o n o g r a m s  a r e  a n a l y s e d  j n  t h i s  w a y ,  h o w e v e r ,  b e c a u s e  o f  t h e  e f f o r t  r e q u i r e d  a n d  t h e  u n c e r t a i n
a c c u r a c y .  T o  i m p r o v e  t h i s  s i t u a t i o n  $ / e  m u s t  r n a k e  b e t t e r  u s e  o f  t h e  c o m p u t i n g  p o w e r  n o w  a v a i l a b l e ,  t o
r e d u c e  t h e  n e e d  f o r  m a n u a l  s e l e c t j o n  o f  d a t a  a n d  f o r  c a n e f u l  a o p r a j s a l  o f  t h e  r e s u l t s

A n  j d e a l  p r o c e d u r e  f o r  r o u t i n e  i o n o g r a m  a n a l y s i s  s h o u l d  g i v e  c o n s i s t e n t l y  g o o d  r e s u l t s  w i t h o u t
o p e r a t o l i n t e r v e n t i o n .  T h i s  r e q u i r e s  s o m e  b u j l t - i n  " i n t e l l i g e n c e "  a n d  a d a p t a b i l i t y .  l , J i t h  h i g h
q u a l i t y  d a t a  w e  w a n t  t h e  h i g h e s t  a t t a i n a b l e  a c c u r a c y .  l l i t h  n o r m a l  d a t a  t h e  p r o c e d u r e  s h o u l d  h a v e
c r i t e r i a  f o r  j u d g i n g  t h e  a c c e p t a b i l i t y  o f  e a c h  i n d i v i d u a l  p o i n t  o r  p r o f i l e  p a r a m e t e r .  l t  s h o u l d  b e
a b l e  t o  t e s t ,  i m p o s e  a n d  r e m o v e  p h y s i c a l  c o n s t r a i n t s ,  a n d  t o  s m o o t h ,  d e - w e j q h t ,  o r  r e . j e c t  b a d  d a t a .
| r l h e r e  a  s e c t i o n  o f  t h e  p r o f i l e  c a n n o t  b e  c a l c u l a t e d  d l r e c t l y  ( s u c h  a s  t h e  u n d e r l y i n g ,  p e a k  o r  v a l i e y
r e g i o n s )  t h e  p r o c e d u r e  s h o u l d  u s e  a  d e f i n e d  p h y s i c a l l y - b a s e d  m o d e 1 .  T h u s  i t  s h o u l d - a u l o m a t i c a l l y  d b
t h e  " b e s t "  t h i n g ,  i n  a  c o n s i s t e n t  f a s h i o n ,  w i t h  w l d e l y  v a r y i n g  t y p e s  o f  d a t a ;  i f  a  n o r m a l  b e s t  i i  n o t
p o s s i b l e  i t  s h o u l d  e x p l a i n  w h y  a n d  d o  t h e  n e x t - b e s t .

T h e  P 0 L y n o m i a l  A N a l y s i s  p r o g r a m  P 0 L A N  i s  a n  a t t e n r p t  t o  m e e t  s o m e  o f  t h e s e  r e q u i r e m e n t s .
I t  p r o v i d e s  a n  a c c u r a t e  a n d  f l e x i b l e  p r o c e d u r e  w i t h  a d j u s t a b l e  r e s o l u t i o n  a n d  t h e  a b i l i t y  t o  m i x
p h y s i c a l l y  d e s i r a b l e  c o n d i t i o n s  w i t h  o b s e r v e d  d a t a  i n  a  w e i g h t e d  l e a s t - s q u a r e s  s o l u t i o n .  T h e  a n a l y s i s
c a n  a d a p t  r e a d i l y  t o  c h a n g e s  i n  t h e  d e n s i t y  a n d  q u a l i t y  o f  d a t a  p o i n t s ,  a n d  r e s p o n d  i n  d i f f e r e n t  w l y s
t o  d i f f e r e n t  s i t u a t i o n s .  F o r  r o u t i n e  w o r k  P 0 L A N  m a y  b e  u s e d  a s  a  " b l a c k  b o x "  w i t h  o n l y  t h e  v . i r t u a l
h e i g h t  d a t a ,  t h e  m a g n e t i c  d i p  a n g l e  a n d  t h e  g y r o f r e q u e n c y  a s  r e q u i r e d  i n p u t s .  0 p t i m i s e d  d e f a u l t
p r o c e d u r e s  a r e  t h e n  u s e d  i n  t h e  a n a l y s i s .  i f  t h e  i n p u t  d a t a . i s  n o t  s e l f - c o n s i s t e n t ,  a n d  i m p l i e s  s o m e
p h y s i c a l l y  u n a c c e p t a b l e  f e a t u r e  i n  t h e  p r o f i l e ,  t h i s  i s  n o t e d  a n d  c o r r e c t e d .  A l l  r e s u l t s  a r e  o b t a i n e d
i n  a  f u l l y  a u t o m a t i c ,  o n e - p a s s  a n a l y s i s .

_  P 0 L A N  i s  d e s i g n e d  t o  r e p r o d u c e  c u r r e n t  t e c h n i q u e s  ( u s i n g  l i n e a r  l a m i n a t . i o n s ,  p a r a b o l i c
l a m i n a t i o n s ,  s i n g l e  p o l y n o m i a l s  o r  f o u r t h - o r d e r  o v e r l a p p i n g  p o l y n o m i a l s )  b y  s e l e c t i o n  o f  a  s i n g l e
p a r a m e t e r .  I t  a l s o  p r o v i d e s  a  w i d e  r a n g e  o f  h i g h  o r d e r  p r o c e d u r e s ,  w h i c h  a r e  p r e f e r a b l e  f o r  m o s t
w 0 r k .  W h e n  e x t r a o r d i n a r y  r a y  d a t a  a r e  n o t  a v a i l a b l e ,  c i e a r l y  d e f i n e d  a n d  p h y s i c a l l y  r e a s o n a b l e
m o d e l s  a r e  u s e d  f o r  t h e  s t a r t  a n d  v a l l e y  r e g i o n s .  T h i s  a l l o w s  d i r e c t  c o m p a r i s o n  o f  r e s u l t s  o b t a i n e d
u n d e r  d i f f e r e n t  c o n d i t i o n s .  W h e n  e x t r a o r d i n a r y  r a y  d a t a  a r e  a v a i l a b l e  t h e s e  a r e  c o m b i n e d  w i t h  t h e
o r d i n a r y  d a t a  i n  o p t i m i s e d  p r o c e d u r e s  t o  r e s o l v e  t h e  s t a r t i n g  a n d  v a l l e y  a m b i g u i t i e s .  T h e  p h y s i c a l
m o d e l s  a r e  i n c l u d e d  i n  t h e  l e a s t - s q u a r e s  s o l u t i o n s  f o r  t h e s e  r e q i o n s ,  s o  t h a t  i l l - d e f i n e d  d a t a  w j l l
g i v e  r e a s o n a b l e  r e s u l t s  ( b a s e d  p r i m a r i l y  o n  t h e  m o d e l s ) .  P e a k  p a r a m e t e r s  a r e  d e t e r m i n e d  b y  a  l e a s t
s q u a r e s  C h a p m a n - l a y e r  f i t  t o  a v o i d  t h e  s y s t e m a t j c  s c a l e  h e i g h t  e r r o r  i n h e r e n t  j n  a  p a r a b o l i c - p e a k
a p p r o x j m a t i o n .  0 b s e r v e d  o r d i n a r y  a n d  e x t r a o r d i n a r y  r a y  c r i l i c a l  f r e q u e n c i e s  m a y  b e  i n c l u d e d  i n  t h e
p e a k  c a l c u l a t i o n ,  t o  o b t a i n  b e s t  e s t i m a t e s  o f  t h e  c r i t i c a l  f r e q u e n c y  F C ,  t h e  p r o b a b l e  e r r o r  i n  F C ,
t h e  p e a k  h e i g h t  a n d  t h e  s c a l e  h e i g h t  a t  t h e  p e a k .  l , / i t h  t h i s  c a r e f u i  c o m b j n a t i o n  o f  e x t r a o r d i n a r y  r a y
d a t a  a n d  p h y s i c a l  c o n s t r a . i n t s ,  P 0 L A N  i s  w e l l  s u i t e d  t o  s t u d i e s  o f  t h e  i o n o s p h e r i c  s c a l e  h e j g i r t ,  i h e  

-

s i z e  o f  t h e  v a l l e y  b e t w e e n  t h e  E ,  F 1  a n d  F 2  l a y e r s ,  a n d  o f  i o n i s a t i o n  b e l o w  t h e  n i g h t  F  l a y 6 r .

A  s i m p l i f i e d  v e r s i o n  o f  P 0 L A N ,  c a l l e d  S P O L A N ,  i s  d e s c r j b e d  i n  a p p e n d i x  H .  T h i s  r e d u c e s  t h e
e x t r a o r d i n a r y - r a y  c a l c u ' l a t i o n s  t o  a  s i n g l e - p o i n t  s t a r t i n g  c o r r e c t i o n .  T h e  l a y e r  p e a k s  a r e  p a r a b o l i c ,
a n d  s o m e  o t h e r  r e f i n e m e n t s  a r e  o m i t t e d  t o  q i v e  a  m u c h  s h o r t e r  a n d  m o r e  u n d e r s t a n d a b l e  p r o g r a m .
P 0 L A N  a n d  S P 0 L A N  a r e  w r i t t e n  a s  s u b r o u t i n e s ,  s o  t h a t  a  u s e r  m a y  r e t a i n  h i s  o w n  i n p u t  a n d  6 u t p u t  d a t a
f o r m a t s .  T h e  c a l l i n g  s e q u e n c e ,  a n d  t h e  r e t u r n e o  p a r a m e t e r s ,  a r e  t h e  s a m e  f o r  b o t i - r  p r o g r a m s .

M a n y  n e w  p r o c e d u r e s  a r e  u s e d  i n  P 0 L A N ,  t o  d e a l  w i t h  p r o b l e m  a r e a s  i n  t h e  N ( h )  c a l c u l a t i o n .  T h e s e
p r o c e d u r e s  a r e  d e s c r i b e d  i n  s u f f i c i e n t  d e t a i l  t o  g i v e  a n  u n d e r s t a n d i n g  o f  t h e  t h e o r y  b e h i n d  t h e m ,  a n d
t h e  p r a c t i c a )  a p p l i c a t i o n .  T h e  m a i n  a i m s  o f  t h i s  r e p o r t  a r e ,  h o w e v e r : -

-  t o  o f f e r  s o m e  g u i d a n c e  i n  t h e  s e l e c t i o n  o f  a n  a p p r o p r i a t e  m e t h o d  o f  i o n o g r a m  a n a l y s i s ;
-  t 0  g ' l v e  a n  u n d e r s t a n d i n g  o f  t h e  g e n e r a l  p r i n c i p l e s  a n d  a p p r o a c h  u s e d  i n  P O L A N ;
-  t o  p r o v i d e  t h e  i n f o r m a t i o n  r e q u i r e d  f o r  e f f e c t i v e  u s e  o f  p 0 L A N ;  a n d
-  t o  p r o v i d e  d e t a i . l e d  d o c u m e n t a t i o n  o f  t h e  p r o g r a m s  P 0 L A N  a n d  S P O L A N  s o  t h a t  t h e y  m a y  b e

i m p l e m e n t e d  w i t h  a  m i n i m u m  o f  f r u s t r a t i o n .

S e c t i o n  2  b e l o w  o u t l i n e s  t h e  d j f f e r e n t  p r o c e d u r e s  c u r r e n t l y  a v a i l a b l e  f o r  t h e  a n a l y s i s  o f
] g n o g r a m s ,  t h e  r e l a t i o n  b e t w e e n  t h e m ,  a n d  d e v e l o p m e n t  o f  t h e  l e a s t - s q u a r e s  p o l y n o m i a J  a p p r o a c h .
P 0 L A N  i s  n o t  a l w a y s  t h e  b e s t  c h o i c e .  H h e n  a  s i m p l i f i e d  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  i o n o s p h e r e  i s  a d e q u a t e ,
o r  w h e n  d a t a  c a n  b e  u s e d  a t  a  f i x e d  s e r j e s  o f  f r e q u e n c i e s ,  a  s i m p l e r  p r o c e d u r e  m a y  b e  m o r e  e f f i c i e n t
a s  d i s c u s s e d  j n  S e c t i o n  3 .  A  m a t h e m a t i c a l  o u t l i n e  o f  P 0 L A N  i s  g i v e n  i n  S e c t i o n  4 ,  a n d  a  g e n e r a l
d i s c u s s i o n  o f  t h e  p r o c e d u n e s  i n v o l v e d  i s  j n  S e c t i o n  5 .  S e c t i o n s  6  t o  9  d j s c u s s  t h e  s t a r t  a n d  v a ' l l e v



p r o c e d u r e s  e m p l o y e d  w i t h  o r d i n a r y  a n d  w i t h  o r d i n a r y - p 1 u s - e x t r a o r d i n a r y  r a y  d a t a .  I n  t h e s e  r e g i o n s
a  s i n g l e  d e f i n e d  s o l u t i o n  i s  g e n e r a l l y  n o t  p o s s i b l e ,  s o  p h y s i c a l l - y  d e s i r a b l e  f e a t u r e s  a r e  c o m b i n e d
w i t h  t h e  d a t a  i n  a  l e a s t - s q u a r e s  s o l u t i o n .  S e c t i o n s  4  t o  9 ,  a n d  A p p e n d i c e s  A  t o  C ,  s u m m a r i s e  m u c h
u n p u b l i s h e d  w o r k  w h i c h  p r o v i d e s  t h e  b a s i s  f o r  t h e  t e c h n i q u e s  u s e d  i n  P 0 L A N .  T h e  p r a c t i c a l  u s e  o f
P 0 L A N  i s  d e s c r i b e d  j n  S e c t i o n  1 0 ,  w h i l e  S e c t i o n  1 1  d e s c r i b e s  a  t y p i c a l  s y s t e m  f o r  s c a l i n g ,  c o r r e c t i o n
a n d  a n a l y s i  s  o f  j o n o s o n d e  d a t a .

D o c u m e n t a t i o n  o f  P 0 L A N  a n d  t h e  a s s o c i a t e o : , u b p r o g r a m s  i s  g i v e n  i n  A p p e n d i c e s  D  t o  F ;  t h e s e
p r o v i d e  l o g i c  f l o w  t a b l e s ,  v a r j a b l e  d e s c r i p t i o n s  a n d  c o m p u t e r  l i s t i n g s .  A p p e n d i x  G  g i v e s  s t a n d a r d
t e s t  d a t a  a n d  t h e  r e s u l t i n g  o u t p u t ,  s o  t h a t  c o r r e c t  o p e r a t i o n  o f  t h e  m a i n  f e a t u r e s  o f  P 0 L A N  c a n  b e
v e r i f i e d .  T h e  d a t a  a l s o  i l l u s t r a t e  s o m e  o f  t h e  r e f j n e m e n t s  a v a j l a b l e  i n  P O L A N  f o r  o b t a i n i n g  m a x i m u m
. i n f o r m a t j o n  a n d  a c c u r a c y  i n  d i f f e r e n t  s i t u a t i o n s .  A l l  p r o q r a m s  a n d  t e s t  d a t a  a r e  a v a i l a b l e  f r o m  W o r l d
D a t a  C e n t e r  A .

F o r  a  g i v e n  s e t  o f  v i i t u a l - h e i g h t  d a t a ,  r e a l - h e i g h t  a n a l y s i s  u s i n g  P 0 L A N  t a k e s  r o u g h l y  t w i c e
a s  l o n g  a s  a  s i m p l e  l a m i n a t i o n  a n a l y s i s .  F o r  a  g i v e n  o v e r a l l  a c c u r a c y ,  h o w e v e r ,  P 0 L A N  r e q u i r e s
o n l y  a b o u t  h a l f  a s  m a n y  d a t a  p o i n t s .  T h u s  t h e r e  i s  l i t t l e  f i n a l  d i f f e r e n c e . i n  c o m p u t i n g  t i m e ,  a n d
t h e r e  c a n  b e  a  w o r t h w h i l e  s a v i n g  i n  t h e  t j m e  r e q u i r e d  f o r  s c a l i n g  t h e  i o n o g r a m s .  N o  p r o b l e m s  h a v e
b e e n  f o u n d  i n  r u n n i n g  P 0 L A N  o n  a  m i n i c o m p u l e r .  A b o u t  4 0 k B  o f  m e m o r y  a r e  r e q u i r e d  w i t h  a  P D P - 1 1 .
T h e  2 4 - b j t  a c c u r a c y  o f  s u c h  m a c h i n e s  i s  s u f f i c i e n t  f o r  a l l  m o d e s  o f  a n a l y s i s ,  b e c a u s e  o f  t h e  s t a b l e
p r o c e d u r e  u s e d  t o  s o l v e  t h e  s i m u l t a n e o u s  e q u a t i o n s .  C o m p a r i s o n  o f  r e s u l t s  f r o m  a  P D P - 1 1  a n d  f r o m  a
l a r g e r  c o m p u t e r  w i t h  4 0 - b i t  a c c u r a c y  s h o w s  v e r y  f e w  i n s t a n c e s  i n  w h i c h  t h e  c a l c u l a t e d  r e a l  h e i g h t s
d i f f e r  b y  m o r e  t h a n  0 . 0 0 1  k m .

I n  n o r m a l  o p e r a t i o n  r e s u l t s  a r e  o b t a i n e d  u s i n g  a  p o l y n o m i a l  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  r e a l - h e i g h t
p r o f i l e ,  f i t t e d  t o  s e v e r a l  p o i n t s  e a c h  s i d e  o f  t h e  s e c t i o n  b e i n g  c a l c u l a t e d .  T h i s  p r o v i d e s  a n
a c c u r a t e  i n t e r p o l a t i o n  b e t w e e n  s c a l e d  f r e q u e n c i e s ,  w h i c h  i s  n e c e s s a r y  f o r  a n  a c c u r a t e  a n a l y s i s .
V r ' r t u a l  h e i g h t  d a t a  d e f i n e  p r . i m a r i l y  t h e  r e a l - h e i g h t  g r a d i e n t s  a t  t h e  s c a l e d  f r e q u e n c i e s .  R e a l
h e i g h t s  a r e  t h e r e f o r e  d e f i n e d  m o s t  a c c u r a t e l y  b e t w e e n  t h e  s c a l e d  f r e q u e n c i e s  ( T i t h e r i d g e ,  1 9 7 9 ) .
T h u s  w h e n  a n  a c c u r a t e  a n a l y s i s  i s  u s e d  t o  o b t a i n  r e a l  h e i g h t s  a t  t h e  s c a l e d  f r e q u e n c i e s ,  i t  i s  d e a l i n g
d i r e c t l y  w i t h  t h e  m o s t  d j f f i c u l t  p o i n t s .  T e s t s  h a v e  s h o w n  t h a t  d i r e c t  s e c o n d  d j f f e r e n c e  i n t e r p o l a t i o n
i s  t h e n  s u f f i c i e n t  t o  r e p r o d u c e  t h e  p r o f i l e  b e t w e e n  s c a l e d  f r e q u e n c i e s  w i t h  l i t t l e  o r  n o  i n c r e a s e  i n
t h e  m e a n  e r r o r .  R e s u l t s  o b t a i n e d  b y  P 0 L A N  a r e  t h e r e f o r e  n o r n a l l y  s t o r e d  a s  a r r a y s  g i v i n g  t h e  s c a l e d
f r e q u e n c i e s  a n d  c o r r e s p o n d i n g  r e a l  h e i g h t s .  S o m e  e x t r a p o l a t e d  p o i n t s  a r e  a d d e d  a b o v e  t h e  l a y e r
p e a k s ,  f o r  s i m p l e r  c a l c u l a t i o n  o f  m e a n  p r o f i l e s  a n d  t o  g i v e  s m o o t h  p l o t s  w i t h  s e c o n d  o r  t h i r d  o r d e r
p a r a m e t r i c  i n t e r p o l a t i o n  ( w h i c h  i s  n e c e s s a r y  t o  c o p e  w i t h  n o n - m o n o t o n i c  p r o f i l e s ) .  T h e  f r o n t i s p i e c e
s h o w s  s o m e  e x a m p l e s  o b t a j n e d  w i t h  f u l l y  a u t o m a t i c  p r o c e s s i n g  a n d  p l o t t i n g  o f  d i g i t a l  i o n o s o n d e  d a t a .

F o r  s o m e  p u r p o s e s  a  m a t h e m a t i c a l  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  c a l c u l a t e d  p r o f i l e s  i s  c o n v e n i e n t .
T h i s  h a s  r e c e n t l y  b e e n  p r o v i d e d  f o r  i n  P O L A N ,  a s  o u t l j n e d  i n  s e c t i o n  2 . 4  a n d  a p p e n d i x  G . 3 .  T h e  b a s i c
a r c h i t e c t u r e  o f  P 0 L A N  i s  f l e x i b l e  a n d  e x p a n d a b l e .  F u r t h e r  d e v e l o p m e n t  d e p e n d s  o n  i n c r e a s e d  e x p e r i e n c e
i n  d e f i n i n g  p h y s i c a l  c o n s t r a . i n t s ,  o n  f o r m u l a t l n g  j u d g e m e n t  c r i t e r i a  f o r  d i f f i c u l t  c o n d i t i o n s  a n d
s p e c i f y i n g  a p p r o p r i a t e  c o u r s e s  o f  a c t i o n .  U s e r s  o f  P 0 L A N  c a n  h e l p  i n  t h i s  d e v e l o p m e n t  b y  i n f o r m i n g
t h e  a u t h o r  o f  d i f f i c u l t  d a t a  t y p e s ,  h o w  t h e s e  m i g h t  b e  i d e n t i f i e d ,  a n d  w a y s  i n  w h i c h  t h e y  m i g h t  b e s t
b e  t r e a t e d .  U s e r s  a r e  a l s o  u r g e d  t o  r e g i s t e r  w j t h  t h e  a u t h o r  s o  t h a t  t h e y  w i l l  r e c e i v e  a n y  f u r t h e r
i n f o r m a t i o n  o n  n e w  d e v e l o p m e n t s  o r  s u g g e s t e d  p n o g r a m  c h a n g e s .



2. IOI{OGRAI.I ANALYSIS PROCEDURES

2.1  Laminat ion  t {e thods

( a  )  F i  r s t  o r " d e r .

.  T l "  v i r t u a l  h e i g h t  ( h ' )  a n d  t h e  r e a l  h e i g h t  ( h r ) ,  f o r  a  r a d i o  w a v e  i n c i d e n t  v e r t i c a l l y  o n  t h e
i o n o s p h e r e ,  a r e  c o n n e c t e d  b y  t h e  r e l a t i o n

h ' ( r )  =  
/ u ' o r l .  ( t )

T h e  g r o u p  r e f r a c t i v e  i n d e x .  p '  i s  a  c o m p l i c a t e d  f u n c t i o n  o f  t h e  w a v e  f r e q u e n c y  f ,  t h e  p ) a s m a
f r e q u e n c y  F N '  t h e  m a g n e t i c  a y r o f r e q u e n c y  F B  a n d  t h e  m a g n e t i c  d i p  a n g l e  I .  i h e r e  i s  t h e r e f o r e
n o  a n a l y t i c  s o l u t i o n  o f  ( 1 ) .  F o r  a c c u r a t e  c a l c u i a t i o n s  t i e  i n t e g r a l  m i s t  b e  d e t e r m i n e d  n u m e r i c a l l y
u s j n g  s o m e  m o d e l  f o r  t h e  v a r i a t i o n  o f  p l a s m a  f r e q u e n c y  F N  w i t h  [ e i g h t  h .  0 n c e  t h . i s  i s  d o n e  t h e
I ] l l Y u l  

h e i g h t s  h i _ :  a t  a n y  r e q u i r e d  s e r i e s  o f  f r e q u e n c i e s  f i ,  c i n  b e  e x p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  t h em o d e l  p a r a m e t e r s .  I f  t h e  v i r t u a l  h e i g h t s  h i '  a r e  m e a s u r e d ,  t h e  s e t  o f  e q u a t i o n s  c a n  b e  i n v e r t e dt o  o b t a i n  t h e  p a r a m e t e r s  d e f i n i n g  t h e  v a r i a t i o n  o f  F N  w i t h  h e i g h t .

T h e  n o r m a l  p r o c e d u r e  i s  t o  u s e  t h e  v i r t u a l  h e i g h t s  h 1 '  m e a s u r e d  a t  a  s e r i e s  o f  f r e o u e n c i e s  f ;( w n e r e  I  =  I  t 0  n )  t 0  d e t e r m i n e  t h e  r e a l  h e i g h t s  o f  r e f l e c t i o n  h i  a t  t h o s e  f r e q u e n c i e s .  I n  t h e" l  i n e a r "  l a m j n a t i o n "  m e t h o d  t h e  p l a s m a  f r e q u e n c y  F N  ( o r  t h e  e l e c t r o n  d e n s i t y ,  p r o p o r t l J n a t  
- i o - r l z t

i s  a s s u m e d  t o  i n c r e a s e . l i n e a r l y  w i t h  h e i g h t  b e t w e e n  s u c c e s s i v e  o b s e r v e d  f r e q i e n l i e s .  T h e  m o d e li o n o s p h e r e  i s  t h e n  d e f i n e d  b y  n  p a r a m e l e r s  w h i c h  a r e  d e t e r m i n e d  f r o m  t h e  n  m e a s u r e d  v i r t u a l
h e i g h t s  b y  i n v e r t i n g  t h e ,  m a t r i x ^ o f , e q u a t i o n s  r e l a t i n g  ! i ,  a n d  h i  ( s u J J e n  r g s s i , - o r  b y  u s . i n g  as t e p - b y - s t e p  s o l u t i o n  ( T h o m a s  1 9 5 9 ) .  T h e  r e s u l t i n g  p r o f i l e  i s  o f  i  i r j t e a  a . . u r u . y ,  u n l e i s  n  i i  v e r y1 9 t 9 9 t  w i t h  g r a d i e n t  d i s c o n t i n u i t i e s  a t  t h e  m e a s u r 6 d  f r e q u e n c i e s .  I n  r e g i o n s  w h e r e  t h e  g r a d i e n t
X l l d l l _ . " ] : ^ 1 : : i : i t l l s  w i t h  h e i s h t  ( a s  n e a r  t h e  p e a k  o f  a  l a y e r )  t h e  c a t . J t u t . a  f r o i i i . . i i  t o o  h i e h .I n e  c o r r e s p o n d i n g  v i r t u a l - h e i g h t  c u r v e  a g r e e s  w i t h  o b s e r v a t i o n s  a t  t h e  m e a s u r e d  f r e q u e n c i e s ,  b u t " . i st o o  h i  g h  e l  s e w h e r e .

( b )  S e c o n d  o r d e r .

T h e  s i m p l e s t  m e t h o d  f o r  i m p r o v i n g  t h e  p r o f i l e  a c c u r a c y  i s  t o  c a l c u l a t e  r e a l  h e i g h t s  h i  a tf r e q u e n c i e s  b e t w e e n  t h e  v i r t u a l - h e i g h i  f r e q u e n c i e s .  S i n c e  l  i n e a r  l a m i n a t i o n s  d e f i n e " t h e  g r i d i e n t ,  a n dh e n c e  t h e  v i r t u a l  h e i g h t ,  m o s t  a c c u i a t e l y  n e a r  t h e  c e n t r e  o f  t h e  l a m i n a t i o n s ,  t h i s  i l i n e a r  o f f s e t , ,
9 1 ? l I s i s  g i v e s _ a n . o r d e r  o f  m a g n i t u d e  i m p i o v e m e n t  i n  t h e  r e l a t i o n  b e t w e e n  r e a i  a n d  v i r t u a l  h e i g h t s( T i t h e r i d g e ,  1 9 7 9 ) .  T h e  r e s u i t i n g  a c c u r a c y  i s  e q u i v a ' l e n t  t o  t h a t  o b t a i n e d  b y  o t h e r  s e c o n d  o r d e rt e c h n i q u e s '  w h i l e  t h e  s t a b i l i t y  o f  t h e  a n a l . y s i s  i s  a p p r e c i a b l y  b e t t e r .  c a l c u l a t e d  p o i n t s  c o r r e s p o n dt o  a  s e c o n d  o r d e r  a n a l y s i s  s o  t h a t  i n t e r m e d i a t e  h e i g h t s  m u s t  b e  d e t e r m i n e d  b y  s e c o n d  o r d e r
i n t e r p o l a t i o n  r a t h e r  t h a n  b y  u s e  o f  t h e  l i n e a r  l a m j i a t i o n s .

T h e  c o m m o n e s t  s e c o n d  o r d e r  p r o c e d u r e  a t  p r e s e n t  r e p r e s e n t s  t h e  r e a l - h e i g h t  p r o f i l e  b y  a  s e r i e so f  p a r a b o l i c  l a m i n a t i o n s .  S u c c e s s j v e  l a m i n a t i o n s  a r e  m a t c h e d  a t  t h e  e n d  p o i i t s ,  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h eo b s e r v e d  f r e q u e n c i e s ,  s o  t h a t  b o t h  t h e  r e a l  h e i g h t  a n d  t h e  g r a d i e n t  a r e  c o n t i n u o u s  ( p a u l  1 9 6 0 ,  1 9 6 7 ;P a u l  a n d  l ' l r i g h t  1 9 6 3 ;  D o u p n i k  a n d  S c h m e r l i n g ,  i s o s ) .  T h e  I r o f i l e  i s  t h e n  d e f i n e d , ' a s  b e f o r e ,  b y  np a r a m e t e r s  w h i c h  c a n  b e  d e t e r m i n e d  f r o m  t h e  n  m e a s u r e d  v i r t u a l  h e i g h t s .  L i k e  t h e  i i n . a l ^  o f f s e tm 9 t h 9 ! '  t h i s  a n a l y s i s  g i v e s  r e s u l t s  w h i c h  a r e  a b o u t  1 0  t i m e s  m o r e  a c c u r a t e  t h a n  t h o s e  o b t a i n e d  f r o mt h e  l i n e a r  l a m i n a t i o n  a n a l y s i s .  T h e  r e s u l t s  a r e  l e a s t  a c c u r a t e  i n  r e g i o n t  r r n . " .  l t r e - g r a o i e n t  i s  n o tv a r y i n g  l i n e a r l y  w i t h  h e i g h t ,  a s . n e a r  t h e  p e a k  o f  t h e  l a y e r s  a n d  a t  a n y  p o i n t s  o f  i n f l e c t i o n( c o r r e s p o n d i n g  t o  c u s p s  o n  t h e  v i r t u a l - h e i g h t  r e c o r d s ) .

2 .2  S ing le -Po ' l ynon ia l  l le thods

I t  i s  n o t  p r a c t i c a b ) e  t o  r e d u c e  e r r o r s . f u r t h e r , b y  u s i n g  h i g h e r  o r d e r  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  p r o f i l eb e t w e e n  c a . l c u l a t e d  p o i n t s ,  i f  t h e s e  e x p r e s s i o n s  d e f i n !  i n d e [ e n d d n t  l a m i n a t j o n s  w h i c h  a r e  m a t c h e d  o n l ya t  t h e  e n d s .  S u c h  a  p r o c e d u r e  b e c o m e s  i n c r e a s i n g ' l y  u n s t a b l e  a s  t h e  o r d e r  o f  t h e  e x p r e s s i o n si n c r e a s e s l  e v e n  t h e  p a r a b o i i c  l a m i n a t i o n  a n a l y s i s - i s  a p p r e c i a b l y  l e s s  s t a b l e  t h a n  t h e  l i n e a r  o f f s e tm e t h o d .  T h e  p r o b l e m  i s  e s s e n t i a l l y  o n e  o f  i n t e r p o l a t i n g ' b e t w e e n  s p e c i f i e d  p o i n t s  ( n 1 ,  r 1 j -  t ;d e t e r m i n e  t h e  i n t e g r a l  i n  ( i ) .  S u c h  i n t e r p o l a t i o n  i s  m 6 s t  a c c u r a t e l y  d o n e  b y  u s i n g ' e x p r e s s i o n s  f i t t e d0 v e r  a  n u m b e r  o f  p o i n t s  o n  e . i t h e r  s i d e  o f  t h e  i n t e r v a l  b e . i n g  c o n s . i d e i e d ;  t h i s  g i v 6 s  c o n s . i d e r a b l yg r e a t e r  s t a b i l i t y  t h a n  u s i n g  i n d e p e n d e n t  h i g h - o r d e r  e x p r e s s i o n s  f o r  e u . h  i n t . r u j l ,  f i t t e d  o n l y  b ym a t c h i n g  d e r i v a t i v e s  a t  t h e  e n d  p o i n t s .



T h e  u l t i m a t e  m o d e l  f o r  s i n g l e - 1 a y e r  c a l c u l a t i o n s  w o u l d  s e e m  t o  b e  o n e  w h i c h  m a i n t a i n e d  t h e
c o n t i n u i t y  o f  a 1 l  d e r i v a t i v e s  a i  a l 1  p o i n t s .  T h i s  i m p i i e s  t h e  u s e  o f  a  s i n g l e  m a t h e m a t i c a l  e x p r e s s i o n
t o  r e p r e s e n t  t h e  e n t i r e  p r o f i l e .  T h e  m a t h e m a t i c s  i m p l j c i t  i n  t h i s  i d e a  a r e  t r a c t a b l e  p r o v i d e d  t h a t
t h e  a d o p t e d  e x p r e s s i o n  i s  d i f f e r e n t i a b l e .  F o r  a n y  s e t  o f  s c a l i n g  f r e q u e n c i e s  a  m a t r i x  o f  c o e f f i c i e n t s
c a n  t h e n  b e  o b t a i n e d  g i v i n g  t h e  r e a l  h e i g h t  a t  e a c h  f r e q u e n c y  d i r e c t l y  i n  t e r m s  o f  t h e  o b s e r v e d
v i r t u a l  h e i g h t s .  l , l i t h  t h e  e n t i r e  r e a l - h e i g h t  p r o f i l e  r e p r e s e n t e d  b y  a  s i n g l e  a n a l y t i c  e x p r e s s i o n '
c o e f f i c i e n t s  c a n  b e  d e t e r m i n e d  w h i c h  g i v e  a n y  r e q u i r e d  p a r a m e t e r s  o f  t h e  r e a l - h e i g h t  p r o f i l e  d i r e c t l y .
T h u s  t h e  p e a k  h e i g h t ,  t h e  s c a l e  h e i g h t  a t  t h e  p e a k  a n d  t h e  s u b - p e a k  e l e c t r o n  c o n t e n t  c a n  b e  o b t a i n e d
d i r e c t l y  i r o m  t h e - m e a s u r e d  v i r t u a l  6 e i g h t s  w i t h o u t  t h e  n e e d  f o r  c a l c u l a t i n g  a n y  o t h e r  a s p e c t s  o f  t h e
o r o f i  I  e .

I n c r e a s e d  a c c u r a c y  i s  o b t a i n e d  b y  r e q u i r i n g  a  p a r a b o l i c  p e a k  a t  t h e  o b s e r v e d  c r i t i c a l  f r e q u e n c y .
F o r  a  s i n g l e - ' l a y e r i o n o g r a m  t h e  r e s u l t s  a r e  t h e n  q u i t e  a c c e p t a b l e  w i t h  o n l y  a  s m a l l  n u m b e n  o f  d a t a
p o i n t s ;  i  5 - p o i n t  a n a l y s i s  g i v e s  v a l u e s  o f  p e a k  h e i g h t  w h i c h  a r e  a n  o r d e r  o f  m a g n i t u d e  m o r e  a c c u r a t e
t h a n  t h o s e  o b t a i n e d  u s i n g  K e i s o - S c h m e r l i n g  c o e f f i c i e n t s  ( T i t h e r i d g e ,  1 9 6 6 ) .  T a b l e s  a r e  a v a i l a b l e  f o r

t h e  a n a l y s i s  o f  i o n o g r a m a  t a k e n  a n y w h e r e  i n  t h e  w o r l d ,  u s i n g  5  o r  6  m e a s u r e d  v j r t u a l  h e i g h t s
( T i t h e r i i g e ,  1 9 6 9 ;  P i g g o t t  a n d  R a w e r ,  1 9 7 2 ) .  l . l i t h  t h i s  n u m b e r  o f  p o i r r l s  t h e  r e s u l t s  a r e  c o m p l e t e l y
s t a b l e ,  a n a  O y  c h o o s i n g  e i t h e r  t h e  5 -  o r  6 - p o i n t  f r e q u e n c y  g r i d  1 a | g e  c u s p s  o n  t h e  i o n o g r a m . c a n  b e
a v o i d e d .  C o e i f i c i e n t s  a r e  a l s o  g j v e n  f o r  t h e  a n a l y s i s  o f  n i g h t - t i m e  r o n o g r a m s ,  u s j n g  5  o r d i n a r y  a n d  1

e x t r a o r d i n a r y  r a y  m e a s u r e m e n t ;  t h e  r e s u l t i n g  p r o f i l e  i s  t h e n  a p p r o x i n r a t e l y  c o r r e c t e d  f o r  t h e  e f f e c t s
o f  g r o u p  r e t a r d a t i o n  i n  t h e  n i g h t - t i m e  E  r e g i o n .

2 . 3  0 v e r l a p p i n g  P o l y n o m i a l s

A c c u r a t e  c a l c u l a t i o n s  r e q u i r e  a c c u r a t e  i n t e r p o l a t j o n  b e t w e e n  o b s e r v e d  f r e q u e n c i e s .  T h e  K e l s o
m e t h o d  a p p l i e s  G a u s s i a n  i n t e r p o l a t i o n  i o  t h e  v i r t u a l  h e i g h t s .  I n  o t h e r  m e t h o d s  i n t e r p o l a t . i o n  i s  d o n e
' i n  t h e  r b i t - n e i g h t  d o m a i n ,  s i n c e  t h e  r e a l - h e i g h t  c u r v e  i s  c o n s i d e r a b l y  s m o o t h e r .  A s  i n  m o s t  p r o b l e m s

o f  f i t t i n g  d i s c i e t e  d a t a  p o i n t s ,  a c c u r a c y  i s  i n i t i a l l y  i m p r o v e d  b y  a n  i n c r e a s e  i n  t h e  o r d e r  o f  t h e
i n t e r p o l a i i n g  p o l y n o m i a l .  A  l i m i t  i s  r e a c h e d ,  h o w e v e r ,  b e y o n d  w h i c h  t h e  r e s u l t s  b e c o m e  u n s t a b l e .
T h e r e  i s  t h e i e i o r e  a n  o p t i m u m  n u m b e r  o f  t e r m s  ( n )  f o r  t h e  p o l y n o m i a l .  W h e n  t h e  n u m b e r  o f  d a t a
p o i n t s  t o  b e  f i t t e d  i s  g r e a t e r  t h a n  n ,  a  d i f f e r e n t  i n t e r p o l a t i n g  p o l y n o m j a l  i s  u s e d . f o r  e a c h  i n t e r v a l .
F o r  m a x i m u m  a c c u r a c y ,  t h e  p o l y n o m i a l  s h o u l d  b e  f i t t e d  t o  d a t a  o n  B 0 T f 1  s i d e s  o f  t h e  i n t e r v a l
c o n s i d e r e d .

I n  m a n y  p r o b l e m s  i n t e r p o l a t i o n  p o l y n o m j a l s  $ / i t h  4  t o  6  t e r m s  a r e  a b o u t  o p t i m u m .  F o r  i o n o g r a m
a n a l y s i s ,  o s c i l l a t o r y  t e n d e n c i e s  b e g i n  w i t h  7  t e r m s  a t  l a r g e  m a g n e t i c  d i p  a n g l e s ,  a n d  w i t h  6  t e r m s
n e a r  t h e  e q u a t o r  ( T i t h e r i d g e ,  1 9 i 5 a ) .  F i v e  t e r m s  w e r e  t h e r e f o r e  a d o p t e d  f o r  t h e  p o l y n o m i a l  u s e d  t o
r e p r e s e n t  t h e  r e a l - h e i g h t  c u r v e  b e t w e e n  s u c c e s s i v e  d a t a  p o i n t s .  T h i s  g i v e s  t h e  f o u r t h - o r d e r
o v e r ' l a p p i n g  p o l y n o m i a l  a n a l y s i s  L A P 0 L  ( T i t h e r i d g e ,  1 9 6 7 b ,  1 9 7 4 a ) .  i n  t h i s  m e t h o d  t h e  r e a l  h e i g h t
b e t w e e n  t w o  g i v e n  f r e q u e n c i e s  i s  r e p r e s e n t e d  b y  a  f o u r t h  o r d e r  p o l y n o m i a l ,  w h i c h  i s  f i t t e d  t o  t w o
p o i n t s  o n  e i l h e r  s i d e  o f  t h e  i n t e r v a l  c o n s i d e r e d .  G r a d i e n t s  a r e  a l s o  m a t c h e d  a t  t h e  e n d s  o f  e a c h
i n t e r v a l .  T h i s  g i v e s  f i v e  c o n s t r a i n t s  w h i c h  a r e  u s e d  t o  d e t e r m i n e  t h e  f i v e  p a r a m e t e r s  f o r  e a c h
p o l y n o m i a l .

P r o c e d u r e s  c a n  b e  c o n s t r u c t e d  i n  w h i c h  t h e  p o l y n c m i a l  i s  d e f i n e d  b ; v  r e a l  h e i g h t s  a t  a  n u m b e r  o f
p o i n t s  o n  e i t h e r  s i d e  o f  t h e  i n t e r v a l  c o n s i d e r e d ,  a n d  b y  s p e c i f l e d  d e r i v a t i v e s  a t  s o m e  o f  t h e s e
p o i n t s .  V i r t u a l  h e i g h t s  h i '  a r e  t h e n  e x p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  t h e  p o l y n o m i ; : l  c o e f f i c i e n t s ,  u s i n s  ( 1 ) '

a n d  t h e  r e s u l t i n g  e q i a t i o n s ' i n v e r t e d  t o  o b t a i n  t h e  r e a l - h e i g h t  p a r a r n e t e r : ' , "  T h e  c o m p u t a t i o n a l
c o m p l e x i t y  o f  t h i s  p r o c e s s  c a n ,  h o w e v e r ,  b e c o m e  p r o h i b i t i v e .  | ^ J i t h  l l r l r t h - o r d c r  p o l y n o m i a l s '  a n d
v i r t u a l  n i i g n t s  m e a s u r e d  a t  6 0  f r e q u e n c i e s ,  t h e  3 0 0  p a r a m e t e r s  C e f i n i n g  t n e  r e a l - h e i g h t  p r o f i l e  w o u l d

b e  o b t a i n e d  b y  s o l v i n g  a  s e t  o f  3 0 0  s i m u l t a n e o u s  e q u a t i o n s .  T h i s  c a n n o t  b e  d o n e  e f f i c i e n t l y  o r
a c c u r a t e l y .  i 1 a t c h i n g - o f  d e r i v a t i v e s  a t  f r e q u e n c i e s  a b o v e  t h e  c e n t r a l  j n t e r v a l  o f  e a c h  p o l y n o m i a l  i s

t h e r e f o r e  r e p l a c e d  b y  m a t c h i n g  o f  v i r t u a l  h e i g h t s .  T h e r e  s e e m s  l i t t l e  i f  a n y  C i s a d v a n t a g e  1 1  t h i s  .
a p p r o a c h ,  w h i c h  e n a b i e s  a  s i m p l e  s t e p - b y - s t e p  a n a l y s i s .  T h e  v i r t u a l - h e i g h t  d a t a  c o n t a i n s  a l l  t h a t  i s

k n b w n  a b o u t  t h e  p r o f i l e ;  v i r t u a l - h e i g h t  m a t c h i n g  t h e r e f o r e  i m p l i e s  a  s i m u l t a n e o u s  m a t c h i n g  o f  a l 1

a v a i l a b l e  i n f o r m a t i o n ,  w h e t h e r  t h i s  r e l a t e s  t o  t r u e  h e i g h t s  o r  t o  d e r i v a t i v e s .

S u c c e s s i v e  p o l y n o m i a l s  f i t  t h e  s a m e  r e a l  h e i g h t  a t  t h e  j o i n i n g  p o i n t s ,  s i n c e  t h e  r e a l  h e i g h t
c a l c u l a t e d  f r o m  o n e  s e c t i o n  i s  u s e d  a s  a  c o n s t r a i n t  i n  t h e  n e x t .  I f  t w o  a d j a c e n t  p o l y n o m i a l s  a r e  a l s o

r e q u i r e d  t o  g i v e  t h e  s a m e  v i r t u a l  h e i g h t  a t  t h e  j o i n i n g  p o i n t ,  t h e  g r a d i e n t s  m u s t  m a t c h  c l o s e l y  a t

t h a t  p o i n t  ( i i n c e  t h e  v i r t u a l  h e i g h t  a t  a n y  f r e q u e n c y  d e p e n d s  m o s t  c l o s e l y  o n  t h e  g r a d i e n t  a t  t h a t
f r e q u e n c y ) .  l , l i t h  5 - t e r m  p o J y n o m i a l s  w e  g e t  5  s i m u l t a n e o u s  e q u a t i o n s  a t  e a c h  s t e p .  S h i f t i n g  t h e

o r i g i n  t o  t n e  l a s t  c a l c u l a t e d  r e a l  h e i g h t  g i v e s  w e l l - c o n d i t j o n e d  4  x  4  m a t r i c e s ,  a n d  e r r o r s  i n  t h e

m a t i i x  i n v e r s i o n  o f  l e s s  t h a n  1  p a r t  i n  1 0 6  u s i n g  s t a n d a r d  2 4  b i t  p r e c i s i o n  ( T i t h e r i d g e '  1 9 6 7 b ) .

I n  t e s t s  u s i n g  a  n u m b e r  o f  d i f f e r e n t  r e a l - h e i g h t  p r o f i l e s  w i t h  v a r i o u s  f r e q u e n c y  i n t e r v a l s  a n d

d i p  a n g l e s ,  t h e  5 - t e r m  o v e r l a p p i n g - p o l y n o m i a l  a n a l y s i s  g i v e s  r e s u l t s  w h i c h  a r e  1 0 0  t o  1 0 0 0  t i m e s  m o r e

a c c u r a i e  t h a n  u s i n g  p a r a b o l i c  l a m j n a t i o n s  ( T i t h e r i d g e ,  i 9 7 5 a ,  1 9 7 8 ) .  T h e  s t a b i l i t y  o f  t h e  a n a l y s i s '



m e a s u r e d  b y  t h g  a m p l i t u d e  o f  s p u r i o u s  r e a l - h e i g h t  o s c i l l a t i o n s  f o l l o w i n g  a  c u s p  o r  d i s c o n t i n u i t y  i n
t h e  v i r t u a l - h e i g h t  c u r v e ,  i s  2 0 %  t o  5 0 %  b e t t e r ' t h a n  f o r  t h e  p a r a b o l i c  a i a l y s i s ' ( T i t h e r i d g u ,  i s A 2 ) .

T h e  a b i l i t y  t o  i n t e r p o i a t e  a  p o i n t  o f  j n f l e c t . i o n  b e t w e e n  s u c c e s s i v e  f r e q u e n c i e s  m a k e s  t h e  c a r e f u l
s e l e c t i o n  o f  r e a d i n g  f r e q u e n c i e s  u n n e c e s s a r y ,  a n d  a  f i x e d  g r i d  c a n  b e  u s e d  f o r  s c a l i n g  r o n o g r a m s .
T h i s  c o n s i d e r a b l y  s p e e d s  u p  t h e  s c a l i n g  a n d ,  s i n c e  c o e f f i c i e n t s  n e e d  b e  c a l c u l a t e d  o n i y  o n . J  ( t o .  u
g i v e n  s t a t i o n )  c a l c u l a t i o n  o f  t h e  r e a l - h e i q h t  c u r v e  t a k e s  t y p i c a l l y  l e s s  t h a n  o n e  s e c o n d .  B o t h  f i x e d
a n d  v a r i a b ' l e  f r e q u e n c y _ m o d e s , _ w i t h  a n  o p t i o n a l  o n e - p o i n t  e x t r a o r d i n a r y - r a y  s t a r t i n g  c o r r e c t i o n  a n d
t n s e r t i o n  o f  a  m o d e l  E - F  v a l l e y ,  a r e  p r o v i d e d  i n  t h e  p r o g r a m m e  L A P O L  ( T i t h e r i o q e l  1 9 7 4 a ) .

2 .4  Leas t -Squares  So lu t ions

F u r t h e r  i m p r o v e m e n t  i n  r e a l - h e i g h t  c a l c u l . a t i o n s  r e q u i r e s  t h e  i n c o r p o r a t i o n  o f  m o r e  d a t a  p o i n t s ,
w h j c h  a r e  s m o o t h e d  t o  r e m o v e  t h e  j i t t e r  c a u s e d  b y  r a n d o m  e r r o r s .  T h i s  s m o o t h i n g  c a n  b e  d o n e  m a n u a l i y ,
o r  b y  s o m e . a l g o r i t h m  w h i c h  i s  a p p l i e d  p r i o r  t o  t h e  N ( h )  a n a l y s i s .  A  p r e f e r a b l e  p r o c e d u r e ,  h o w e v e r ,
i s  t o  o b t a i n  t h e  r e a l - h e i g h t  p r o f i l e  a s  a  d j r e c t  l e a s t - s q r a r e s  f i t  t o  a l l  o f  t h e  d a t a  p o r n t s .  1 n  ap o l y n o m i a l  a n a l y s i s  t h i s  m e a n s  t h a t  t h e  n u m b e r  o f  t e r m s  i n  t h e  p o l y n o m i a l  ( n )  i s  l e s s  t h a n  t h e
n u m b e r  o f  f i t t e d  d a t a  p o i n t s  ( m ) .  T h e r e  i s  n o  l i m i t  o n  t h e  v a i u e ' o f  m ,  w h i i e  t h e  d e t a i l  r e q u i r e d
i n  t h e  p r o f i l e  i s  s e t  i n d e p e n d e n t l y  b y  t h e  v a l u e  o f  n .  A s  a  r e s u l t  o f  t h e  l e a s t - s q u a r e s  p r o c e d u r e ,
f i t t e d  p o l y n o m i a l s  a r e  c o m p l e t e l y  s t a b l e  f o r  v a l u e s  o f  n  u p  t o  a t  l e a s t  z O  ( w h e n  a  s t a b l e
m a t h e m a t i c a l  p r o c e d u r e  i  s  u s e d  t o  s o l  v e  t h e  e q u a t i o n s ) .

. F o r  s i n g l e - 1 a y e r  i o n o g r a m s ,  a l l  a v a i l a b l e  d a t a  c a n  b e  f i t t e d  i n  a  s i n g l e  s t e p .  T h j s  i sp a r t i c u l a r J y  v a l u a b l e  f o r  t h e  a n a l y s i s  o f  t o p s i d e  i o n o g r a m s  w h e r e  f u l l  u s e  c a n  b e  m a d e  o f  f r a g m e n t a r y
o r d i n a r y  a n d  e x t r a o r d i n a r y  r a y  t r a c e s .  T h e s e  a r e  i n c o i p o r a t e d  i n t o  a  s i n g l e  a n a l y s i s  w h i c h
i n t e r p o l a t e s  s m o o t h l y  a c r o s s  a n y  u n o b s e r v e d  r e g i o n s ,  a n d  c a n  g i v e  a n y  d e s i r e d  n u m b e r  o f  p o i n t s  o n  t h er e a l - h e j g h t  p r o f i l e  ( T i t h e r i d g e  a n d  L o b b ,  1 9 7 7 )

W i t h  d a y t i m e  b o t t o m s i d e  i o n o g r a m s ,  s i n g l e - p o l y n o m i a l  s o l u t i o n s  a r e  o b t a i n e d  f j r s t  f o r  t h e  Er e g i o n  a n d  t h e n  f o r  t h e  F  r e g i o n .  B y  i n c o r p o r a t i n g  a  m o d e l  v a l l e y  i n t o  t h e  a n a l y t i c  e x p r e s s i o n  f o rt h e  u p p e r  s e c t i o n ,  a n d  u s i n g  a l l  a v a i l a b l e  o r d i n a r y  i n c  e x t r a o r d i n a i y  r ^ a y  d a t a  f o r " t h e  F  r e g i o n ,  t h e
9 9 : ! - l i t t i n g  v a l l e y  w i d t h _ a n d  F  r " e g i o n  r e a l - h e i g h t  p r o f i l e  a r e  o b t a i n e d  d i r e c t l y  ( L o b b  a n d  i i t n e r " i a g e ,
I 9 7 7 a ) .  G e n e r a l i s a t j o n  o f  t h i s  a p p r o a c h  t o  a l l 6 w  o v e r " l a p p i n g  p o l y n o m i a l s ,  f i t t i n i - u n  a r n r t r a n y  n u m b e r
o f  d a t a  p o i n t s ,  y i e l d s  t h e  p r o g r a m  p 0 L A N  d e s c r j b e d  i n  S e c t i o i  4 .

I n  i t s  n o r m a l  f o r m  P 0 L A N  p r o d u c e s  r e s u l t s  g i v i n g  t h e  r e a l  h e i g h t s  h  a t  t h e  p l a s m a  f r e q u e n c i e s  f 1
c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  s c a l e d  d a t a  f r e q u e n c i e s .  S o m e  s t u d i e s  r e q u l r e  v a l u e s  f o r  t i . r e  v e r t j c a l  g r a d i e n t
o f  p l a s m a  d e n s i t y  i n  t h e  i o n o s p h e r e .  v i r t u a l - h e i g h t  d a t a  d e f i n e  t h i s  g r a d i e n t  a c c u r a t e l y  a t  i n e  p l a s m a
I : : : y : l : ] : t .  

t t  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  s c a l e d  d a t i  f r e q u e n c i e s .  R e a t  6 e i g h t s  a t  r h e s e  f r e q u e n c i e s  a r ec a  l c u  l d t e d  r n  s e c t j o n  C 5  o f  p 0 L A N  b y  t h e  s t a t e m e n t

H T ( K R M )  =  H A  +  S U M V A L  ( M Q ,  Q ,  D E L T F ,  1 )
w h e r e  D E L T F  =  f N  -  F A .  p r e c e d j n g  t h i s  s t a t e m e n t  w i t h  a  l i n e

G R A D ( K R M )  =  S U I , I V A L  ( M Q ,  Q ,  D E L T F , 2 )
w i l l  s t o r e  c o r r e c t  v a l u e s  f o r  t h e  g r a d i e n t s  d h l d f N  a t  t h e  s a m e  f r e q u e n c i e s .  T h e  a r r a y  G R A D  m u s tb e  a d d e d  t o  t h e  P 0 L A N  p a r a m e t e r s ,  w i t h  t h e  s a m e  d i i n e n s i o n  a s  t h e  p r e s e n t  f r e q u e n c y ,  h e r g h t  a r r a y s  F Va n d  H T .

A  r e c e n t  m o d i f i c a t i o n  t o  P 0 L A N  c a n  p r o v i d e  a  c o n s i s t e n t  m a t h e m a t i c a l  r e p r e s e n t a t i o n  f o r  e a c h
c a l c u l a t e d  p r o f i l e .  R e a l - h e i g h t  p o l y n o m i a l s  o f  a n y  r " e q u i r e d  o r d e r  ( u p  t o  t S ' r o r - i n e  t i n a t  l a y e r ,  o rl 0  f o r  l o w e r  l a y e r s )  a r e  o b t a i n e d  f o r  e a c h  l a y e r ,  i s  o r . j t t i n e d  i n  a p p e n d i x  G . 3 .  R e s u l t s  a r e  e x a c t l yt h e  s a m e  a s  1 f  C h e b y s h e v  p o l y n o m i a l s  ( o f  t h e  s a m e  o r d e r )  h a d  b e e n  u s e d ,  s i n c e  b o t h  p r o v i d e  t h e  u n i q u es o l u t i o n  w i t h  t h e  b e s t  l e a s t - s q u a r e s  f . i t  t o  t h e  v i r t u a l - h e i g h t  d a t a .  A  s e p a r a t e  p o i y n o m i a l  . i s
r e q u i r e d  f o r  t h e  E  1 a y e r ,  a n d  a l s o  f o r  t h e  F 1  l a y e r  i f  i t  h i s  a  d i s t i n c t  c r i t i c a l ' f r i q u e n c y ,  s r n c e
? : ] f ! ? t j t l 1 ,  

i n  f l , c a n n o t  i n c l u d e  a  v a 1 1 e y .  S  o r  O  t e r m s  a r e  g e n e r a l l y  a d e q u a t e  f o r - t h e  E  o r  F 1l a y e r s '  w l t h  a b 0 u t  8  t e r m s  f o r  t h e  F 2 ' l a y e r .  T h e  c o n s t a n t  t e r m  i n  e a c h  e x p r e s s i o n  i s  s u i t a b l ya d j u s t e d  t o  a l l o w  f o r  a n y  v a l l e y ,  a s  d e s c r i b e d  i n  s e c t j o n  G . 3 .

t 0



3. SELECTIoT{ 0F AN t{( h) ! , |ETHOD

C h o i c e  o f  a n  a p p r o p r i a t e  m e t h o d  o f  N ( h )  a n a l y s i s  d e p e n d s  o n  t h e  a m o u n t  a n d  a c c u r a c y  o f  t h e
d e s i r e d  p r o f i l e  i n f o r m a t j o n .  T h i s  i n  t u r n  i s  d j c t a t e d  b y  t h e  a p p l i c a t i o n .  T h r e e  m a i n  g r o u p s ,
r e q u i r i n g  d i f f e r e n t  l e v e l s  o f  a c c u r a c y ,  m a y  b e  d i s t i n g u i s h e d  a n d  a r e  d i s c u s s e d  j n  3 . 1  t o  3 . 3  b e l o w .
A  f o u r t h  a r e a  i s  t h e  a u t o m a t e d  a n a l y s i s  o f  d i g i t a l  i o n o g r a m s .  T h i s  r e q u i r e s  a d d i t i o n a l  p r o g r a m  c h e c k s
f o r  p o o r  o r  n o n s e n s i c a l  d a t a ,  t o  p r e v e n t  p r e m a t u r e  p r o g r a m  t e r m i n a t i o n ,  a n d  m e t h o d s  f o r  d e a l i n g
c o r r e c t l y  w i t h  S p o r a d i c  E  r e f l e c t i o n s .  A  m o d i f i e d  s u b r o u t i n e  D P 0 L A N  h a s  b e e n  d e v e l o p e d  f o r  t h i s
p u r p o s e  a n d  i s  a v a i l a b l e  ( w i t h  l  i t t l e  d o c u m e n t a t i o n )  f r o m  t h e  a u t h o r .

3 .1  Rap id  Es t imat ion  o f  Layer  Constan ts

S o m e  s t u d i e s  r e q u i r e  o n l y  f i r s t - o r d e r  e s t i m a t e s  o f  t h e  h e i g h t  a n d  t h i c k n e s s  o f  t h e  i o n o s p h e r i c
l a y e r s .  T h e s e  w o u l d  i n c l u d e  t h e  e x a m i n a t i o n  o f  l a r g e - s c a l e  v a r i a t i o n s ,  o r  t h e  c o r r e c t i o n  o f  o t h e r
m e a s u r e m e n t s  ( s u c h  a s  t o t a l  e l e c t r o n  c o n t e n t  a n d  t r a n s i o n o s p h e r i c  U . H . F .  p r o p a g a t i o n )  f o r  t h e
a p p r o x i m a t e  e f f e c t s  o f  t h e  s u b - p e a k  i o n o s p n e r e .  T h e  r a p i d  s i n g l e - p o l y n o m i a l  a n a l y s i s  w a s  d e s i g n e d
s p e c i f i c a l l y  f o r  s u c h  p u r p o s e s .  0 n l y  5  o r  6  v i r t u a l  h e i g h t s  n e e d  b e  s c a l e d ,  a t  f r e q u e n c i e s  d e f i n e d
b y  a  g r i d  o n t o  w h i c h  t h e  i o n o g r a m  i s  p r o j e c t e d .  T h e  m e a s u r e m e n t s  m a y  b e  p r o c e s s e d  o n  a  p r o g r a m m a b l e
c a l c u l a t o r  u s i n g  p u b l  i s h e d  c o e f f i c i e n t s  ( T i t h e r i d g e ,  1 9 6 9 ) ,  o r  w i t h  a  s i m p l e  c o m p u t e r  p r o g r a m  a n d
c o e f f i c i e n t s  c a i c u l a t e d  ( o r  o b t a i n e d  f r o m  t h e  a u t h o r )  f o r  a  p a r t i c u l a r  s i t e .  R e s u l t s  g i v e  d i r e c t l y
t h e  p e a k  h e i g h t  o f  t h e  l a y e r ,  t h e  s c a l e  h e i g h t  a t  t h e  p e a k ,  t h e  s u b - p e a k  e l e c t r o n  c o n t e n t ,  a n d  t h e
a p p r o x i m a t e  r e a l  h e i g h t s  a t  t h e  s c a l e d  f r e q u e n c i e s .

T h e  m e t h o d  a n d  t h e  s c a l i n g  f r e q u e n c i e s  a r e  d e s i g n e d  f o r  m a x i m u m  a c c u r a c y ,  w i t h  m i n i m u m  e f f o r t ,
n e a r  t h e  p e a k  o f  a  l a y e r .  i n  t h j s  r e g i o n  r e s u l t s  a p p r o a c h  t h o s e  f r o m  a  n o r m a l  m o n o t o n i c  l a m i n a t i o n
a n a l y s i s .  R e a l  h e i g h t s  a r e  n o t  a c c u r a t e  n e a r  t h e  p e a k  o f  a n  u n d e r l y i n g  l a y e r ,  p a r t i c u l a r l y  w h e n  t h e r e
i s  a n  a p p r e c i a b l e  v a l l e y  b e t w e e n  t h e  t w o  l a y e r s .  T h i s  i s  a n  i n e v i t a b l e  r e s u l t  o f  t h e  s m o o t h e d
r e p r e s e n t a t i o n  u s e d  a t  l o w e r  f r e q u e n c i e s .  T h u s  w h e n  r e a l i s t i c  p r o f i l e  s h a p e s  a r e  r e q u i r e d  a c r o s s
u n d e r l y i n g  p e a k s  o n  c u s p  r e g i o n s  t h e  s i n g l e - p o l y n o m i a l  a n a i y s i s  s h o u l d  n o t  b e  u s e d .

T h e  a c c u r a c y  o f  t h e  s i n g l e - p o l y n o m i a l  a n a l y s i s  h a s  b e e n  i n v e s t i g a t e d  b y  l ' l c N a m a r a  ( 1 9 7 6 ) ,  b y
c o m p a r i n g  t h e  r e i u l t s  w i t h  t i u e  p r o f i l e s  i n c l u d i n g  ( f o r  t h e  d a y t i m e  F  l a y e r )  a n  u n d e r l y i n g  E - F  v a l l e y .
R e s u l t s  s h o u l d  m o r e  a p p r o p r i a t e l y  b e  c o m p a r e d  w i t h  t h e  e q u i v a l e n t  m o n o t o n i c  p r o f i ' l e ,  s i n c e  t h i s  i s
w h a t  t h e  m e t h o d  i s  a t t e m p t i n g  t o  e m u l a t e .  T h e  l a r g e r  e r r o r s  o b t a i n e d  n e a r  t h e  v a l l e y  r e g i o n  a r e  t h e n
r e m o v e d .  C o r r e c t l y  u s e d  t h e  s i n g l e - p o l y n o m i a l  a n a l y s i s  g i v e s  g o o d  e s t . i m a t e s  o f  t h e  m a i n
c h a r a c t e r i s t j c s  o f  t h e  i o n o s p h e r i c  l a y e r s ,  a n d  s a v e s  a  g r e a t  d e a l  o f  t i m e  w h e n  m o r e  d e t a i l e d  p r o f i l e
j n f o r m a t i o n  i s  n o t  r e q u i r e d .

3 .2  Ca lcu la t ion  o f  l , lono ton ic  Pro f i les

M a n y  s t u d i e s  r e q u i r e  s o m e  k n o w l e d g e  o f  t h e  v a r i a t i o n  o f  e l e c t r o n  d e n s i t y  w i t h  h e i g h t  b e l o w  t h e
p e a k s  o f  t h e  l a y e r s ,  b u t  a r e  s a t i s f i e d  w i t h  a  m o n o t o n i c  r e p r e s e n t a t i o n .  T h i s  c a t e g o r y  h a s ,  p e r f o r c e ,
i n c l u d e d  m o s t  s t u d . i e s  t o  d a t e ,  s i n c e  f e w  c u r r e n t  p r o c e d u r e s  w i l l  c o n s i s t e n t l y  a l l o w  f o r  1 o w - d e n s i t y  o r
v a 1 1 e y  i o n i s a t i o n .  N e g l e c t  o f  t h e  l o w - d e n s i t y  ( u n d e r l y i n g )  i o n l s a t i o n . i s  m o s t  s e r i o u s  a t  n i 9 h t ,  w h e n
o n l y  t h e  F  l a y e r  i s  o b s e r v e d .  R e s u l t s  a r e  t h e n  t y p i c a l l y  5  t o  5 0  k m  t o o  h i g h  a t  t h e  l o w e s t
f r e q u e n c i e s ,  a n d  I  t o  1 0  k m  t o o  h i g h  a t  t h e  l a y e r  p e a k .  N e g l e c t  o f  t h e  v a 1 1 e y  b e t w e e n  t h e  d a y t i m e  E
a n d  F  l a y e r s  g i v e s  c a l c u l a t e d  h e i g h t s  w h i c h  a r e  c o m m o n l y  l 0  t o  5 0  k m  t o o  l o w  a t  f r e q u e n c i e s  a b o v e
f o E ,  a n d  a b o u t  5  k m  t o o  l o w  n e a r  t h e  p e a k  o f  t h e  F  l a y e r .  T h e  e r r o r s  d u e  t o  t h e s e  u n o b s e r ^ v e d  r e g i o n s
v a r y  s m o o t h l y  w i t h  f r e q u e n c y ;  a t  f r e q u e n c i e s ^ m o r e  t h a n  i  M H z  a b o v e  f m i n  ( n i g h t )  o r  f o E  ( O a y )  t h e
r e a l - h e i g h t  e r r o r s  v a r y  a p p r o x i m a t e l y  a s  I / f t .

R e a s o n a b l y  a c c u r a t e  m o n o t o n i c  p r o f i l e s  r e q u i r e  v i r t u a l - h e i g h t  d a t a  a t  f r e q u e n c y  i n t e r v a l s  o f
a b o u t  0 . i  t o  0 . 5  M H z .  T h e  s m a l l e r  i n t e r v a l s  a r e  u s e d  n e a r  f o E ,  a n d  p o s s i b l y  n e a r  f o F l  a n d  f o F 2 .  T h e
t o t a l  n u m b e r  o f  p o i n t s  s c a l e d  i s  c o m m o n l y  b e t w e e n  1 5  ( a t  n i g h t )  a n d  5 0  ( f o r  d a y - t i m e  i o n o g r a m s  w i t h
s e v e r a l  c u s p s )  w h e n  a  p o l y n o m i a l  a n a l y s i s  i s  u s e d .  T h e  l i n e a r  l a m i n a t i o n  m e t h o d  n e e d s  c o n s i d e r a b l y
s m a l ' l e r  f r e q u e n c y  i n t e r v a l s  t o  a v o i d  s y s t e m a t i c  e r r o r s  i n  r e g i o n s  o f  l a r g e  p r o f i l e  c u r v a t u r e .  S e v e r a ' l
a l t e r n a t i v e  p r o c e d u r e s  a r e  a v a i l a b l e  w h i c h  r e d u c e  t h i s  c u r v a t u r e  e r r o r  b y  a  f a c t o r  o f  2 0  t o  1 0 0 ,  w i t h
l i t t l e  i n c r e a s e  i n  c o m p u t i n g  t i m e  o r  c o m p l e x i t y .  A  g o o d  e x a m p l e  i s  t h e  p a r a b o l i c  l a m i n a t j o n  a n a l y s i s
d e s c r i b e d  b y  P a u l  ( 1 9 7 7 ) .  T h e  l i n e a r  o f f s e t  p r o c e d u r e  ( T i t h e r i d g e ,  I 9 7 9 )  g i v e s  s i m i l a r  r e s u l t s  w i t h  a
v e r y  c o m p a c t  p r o g r a m .

U s e  o f  t h e  o v e r l a p p i n g - p o l y n o m i a l  p r o g r a m  L A P 0 L  ( S e c t i o n  2 . 3 )  c a n  r e d u c e  c o s t s  a p p r e c i a b l y .
T h e  a b i l  i t y  t o  c h a n g e  p r o f i l e  c u r v a t u r e  b e t w e e n  s c a l e d  f r e q u e n c i e s  g i v e s  g r e a t e r  a c c u r a c y ,  a n d  m a k e s
t h e  c h o . i c e  o f  s c a l i n g  f r e q u e n c i e s  l e s s  i m p o r t a n t .  V . i r t u a l  h e i g h t s  m a y  t h e r e f o r e  b e  s c a l e d  a t  f i x e d
f r e q u e n c i e s ,  a n d  a n a i y s e d  w i t h  p r e c a l c u l a t e d  c o e f f i c i e n t s  ( T i t h e r i d g e '  1 9 6 7 b ,  I 9 7 4 a ) .  T h i s  g i v e s  a n
e x t r e m e l y  f a s t  a n a l y s i s  ( o n e  s e c o n d  p e r  i o n o g r a m ,  o n  a  m i n i c o m p u t e r )  a t  t h e  c o s t  o f  a  s o m e w h a t  l a r g e r
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p r o g r a m  t h a n  t h e  p r e c e d i n g  m e t h o d s .  P r o v i s i o n  i s  m a d e  f o r  a  s t a r t i n g  c o r r e c t i o n ,  u s i n g  a  s i n g l e
e x t r a o r d i n a r y  r a y  p o i n t  o r  t h e  m e a n  m o d e l s  o f  S e c t i o n  6 ,  a n d  f o r  i n c l u s ' i o n  o f  a  m o d e l  v a l l e y . ' L A p O L
t h e r e f o r e  p r o v i d e s  a  u s e f u l  a l t e r n a t i v e  t o  P 0 L A N  w h e r e  s p e e d ,  s i m p l e  ( m a n u a l )  s c a l . i n g  a n d  c o s t  a r e
i m p o r t a n t .  D i g i t a l  i o n o s o n d e s  p r o v i d i n g  l a r g e  a m o u n t s  o f  d a t a  a t  a  f i x e d  s e n i e s  o f  i l o s e l y - s p a c e d
f r e q u e n c i e s  c a n  a l s o  b e  a n a l y s e d  r a p i d l y  u s i n g  t h e  p r e - c a l c u l a t e d  c o e f f i c i e n t s  o f  L A p O L , . i n  c a s e s  w h e n
t h e  f u l l  i n c o r p o r a t i o n  o f  e x t r a o r d i n a r y  r a y  d a t a  i s  n o t  f e a s i b l e  o r  n e c e s s a r y .

W h e n  r e d u c t i o n  o f  f l u c t u a t i n g  e r r o r s  i s  o f  p r i m e  i m p o r t a n c e  a n  o v e r l a p p i n g - c u b i c  a n a l y s i s
( T i t h e r i d g e '  1 9 8 2 )  s h o u l d  b e  u s e d .  T h i s  i s  c o m p i e t e l y  f r e e  f r o m  t h e  s p u r i o u s  6 s c i l l a t i o n s  w h i c h  c a n
0 c c u r  w i t h  p a r a b o l i c  o r ,  t o  a  l e s s e r  e x t e n t ,  w i t h  p o l y n o m . i a l  m e t h o d s ,  a s  d i s c u s s e d  i n  A p p e n d i x  A . 2 .
T h e  o v e r a l l  a c c u r a c y  i s  a p p p r e c i a b l y  l e s s  t h a n  t h a t  o b t a i n e d  w i t h  t h e  h i g h e r  o r d e r  m o d e s  j n  p 0 L A N ,  b u t
i s  s o m e w h a t  b e t t e r  t h a n  w i t h  p a r a b o l i c  l a m i n a t i o n s .  T h e  c u b i c  a n a l y s i s  i a n  b e  p r o g r a m m e d  d i r e c t l y ,  o r' i s  a v a i l a b l e  ( w i t h  f u l l  s t a r t  a n d  v a l l e y  t r e a t m e n t s )  a s  M o d e  3  o f  p 0 L A N .

3 . 3  F u l l  C a l c u l a t i o n s

F o r  m a n y  s t u d i e s  t h e  c a l c u l a t e d  e l e c t r o n - d e n s i t y  p r o f i l e  m u s t  b e  a s  a c c u r a t e  a n d  r e l i a b l e  a s
p o s s i b l e ,  g i v e n  t h e  v a g a r . i e s  o f  i o n o s o n d e  d a t a .  A  l e a s t - s q u a r e s  a n a l y s i s  i s  r e q u i r e d ,  w i t h  a d j u s t a b i e
r a n g e  f o r  t h e  o v e r l g p p i n g  r e a l - h e i g h t  s e c t i o n s ,  a d j u s t a b l e  w e i g h t s  f o r  t h e  d a t a  p o i n t s ,  a n d  a
l e a s t - s q u a r e s  c a l c u l a t i o n  o f  a l 1  l a y e r  p e a k  p a r a m e t e r s .  T h e  l i r g e s t  e r r o r s  a . e  i h e n  d u e  t o  t h e
u n 0 b s e r v e d  r e g i o n s ,  a t  f r e q u e n c i e s  b e l o w  f r n i n  a n d  i n  t h e  v a l l e y  b e t w e e n  t w o  l a y e r s .

U s e  o f  a  s t a r t i n g  c o r r e c t i o n  t o  a l l o w  f o r  l o w - d e n s i t y  u n d e r l y i n g  i o n i s a t i o n  i s  p a r t i c u l a r l y
i m p o r t a n t  a t  n i g h t .  i h e  p r o b l e m  c a n n o t  b e  a v o i d e d  b y  o b t i i n i n g  v j r t u a l - h e i g h t  d a t a  i r o m  t h e
n i g h t - t i m e  E  l a y e r ,  s i n c e  t h e  E  a n d  F  l a y e r s  a r e  g e n e r a l l y  s e p a r a t e d  b y  a  w i d e  v a 1 1 e y .  E x t r a p o l a t i o n
0 f  t h e  o r d i n a r y  r a y  t r a c e  i s  a l s o  u n r e l i a b l e :  i n c r e a s e d  u n d e r l y i n g  i o n i s a t i o n  w i l l  o f t e n  i n c r e a s e  a n
e x t r a p o l a t e d  s t a r t i n g  h e i g h t ,  w h e n  i t  s h o u l d  b e  d e c r e a s e d .  A  t r u e - s t a r t i n g  c o r n e c t i o n  r e q u i r e s
e x t r a o r d i n a r y - r a y  m e a s u r e m e n t s  a t  f r e q u e n c i e s  w e l i  b e l o w  t h e  c r i t i c a l  f r e q u e n c y  o f  t h e  l o w e s t  o b s e r v e d
1 a y e r ,  s o  t h a t  r e t a r d a t i o n  r e l a t e s  p r i m a r i l y  t o  t h e  u n d e r l y i n g  i o n i s a t i o n .  I f  s u i t a b l e  d a t a  a r e  n o t
a v a i l a b l e  s o m e  m e a n  m o d e l  f o r  t h e  u n d e r l y i n g  i o n i s a t i o n  m u s t  b e  u s e d .  T h i s  h a s  b e e n  d i s c u s s e d
r e c e n t l y  b y  M c N a m a r a  ( 1 9 i 8 a ,  1 9 7 9 ) ,  a n d  c o r i e c t e d  m o d e l s  a r e  q i v e n  i n  S e c t i o n s  6 . 3  a n d  6 . 4  o f  t h i s
reDo r t  .

A l l o w a n c e  m u s t  b e  m a d e  f o r  t h e  p r e s e n c e  o f  a  v a l l e y  b e t w e e n  t h e  d a y t i m e  E  a n d  F  l a y e r s .  U s i n g
c o m b i n e d  o r d i n a r y  a n d  e x t r a o r d i n a r y  r a y  d a t a ,  p r o f i l e  h e i g h t s  c a n  b e  c a l c u l a t e d  w h i c h  a r e  c o r r e c f ,  r o
w i t h i n  a  f e w  k m  a t  t h e  b a s e  o f  t h e  F  l a y e r ,  a n d  t o  w i t h i n  1  k m  n e a r  t h e  p e a k .  I n  m o s t  c a s e s  o n l y  o n e
m e a n i n g f u l  v a l l e y  p a r a m e t e r  c a n  b e  d e t e r m i n e d ;  t h i s  c o r r e s p o n d s  m o s t  c l o s e l y  t o  t h e  o v e r a l l  w i O t f r ,
o r  t h e  t o t a l  e l e c t r o n  c o n t e n t  ( L o b b  a n d  T . i t h e r i d g e ,  l 9 l 7 a ) .  T h e  a n a l y s i s  p r o c e d u r e  s h o u l d  t h e r e f o r e
a s s u m e  s o m e  f i x e d ,  r e a s o n a b l y  r e a l i s t ' i c  m o d e l  f o r  t h e  s h a p e  o f  t h e  e l e c t r o n - d e n s i t y  v a r i a t i o n . i n  t h e
v a l i e y  r e g i o n .  C o m b i n e d  o r d i n a r y  a n d  e x t r a o r d i n a r y  r a y  d a t a  a r e  t h e n  u s e d  t o  d e t e i m i n e ,  p r i m a r i l y ,
t h e  o v e r a l l  w i d t h  o f  t h e  v a l l e y .  U s e f u l  c a l c u l a t i o n s  r e q u i r e  ( i )  t h a t  t h e  v a l u e  o f  f o E  i s  k n o w n  t o
w i t h i n  a b o u t  1 % ;  ( i i )  t h a t  F - 1 a y e r  t r a c e s  a r e  a v a i l a b l e  f o r  b o t h  r a y s  a t  f r e q u e n c i e s  s u f f i c i e n t l y
c l o s e  t o  f o E  t h a t  t h e  E  l a y e r  g r o u p  r e t a r d a t i o n  i s  a p p a r e n t ;  a n d  ( i i i )  t h a t  t h e r e  a r e  n o  l a r g e
h o r i z o n t a l  v a r i a t i o n s  i n  t h e  i o n o s p h e r e .  W h e n  t h e  n e c e s s a r y  d a t a  a r e  n o t  a v a i l a b l e ,  t h e  a n a l y i . i s
s h o u l d  i n c l u d e  s o m e  s t a n d a r d  v a 1 1 e y  c o r r e c t i o n .  P h y s i c a i  c r i t e r i a  c a n  b e  i n c l u d e d  i n  t h e  s o l u t i o n  t o
g i v e  a n  i m p r o v e d  e s t i m a t e  o f  t h e  m o s t  l i k e l y  c o r r e c t i o n ,  a s  d i s c u s s e d  i n  S e c t i o n  7 . 3 .

P 0 L A N  w a s  d e s i g n e d  t o  f u l f i l  t h e  a b o v e  r e q u . i r e m e n t s ,  a n d  d o e s  s o  t o  a  g r e a t e r  e x t e n t  t h a n  o t h e r
c u r r e n t  p r o c e d u r e s .  R e s u l t s  a r e  o b t a i n e d  b y  a  o n e - p a s s  a n a l y s i s  u n d e r  a l l  c o n d . i t i o n s ,  a n d  p h y s i c a l
c r i t e r i a  a r e  i n t r o d u c e d  t o  c o n t r o l  v a r i a t i o n s  i n  t h e  o b s e r v e d  r e g i o n s .  I t  t h e r e f o n e  s e e m s  t h e
p r e f e r r e d  m e t h o d  f o r  a c c u r a t e  s t u d i e s .
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4. A GEilERALISED FORruLATIOI{

4 . 1  0 u t l  i n e

A l l  r n e t h o d s  o f  a n a l y s i s  m e n t i o n e d  a b o v e  c a n  b e  c o n s i d e r e d  a s  p o l y n o m i a l  t e c h n i q u e s ,  d i f f e r i n g
o n l y  i n  t h e  o r d e r  o f  t h e  p o l y n o m i a l  a n d  i n  t h e  a p p l i e d  c o n s t r a j n t s .  T h u s  t h e  l i n e a r  l a m i n a t i o n
a p p r o a c h  d e t e r m i n e s  a  f i r s t - o r d e r  p o l y n o m i a l  f i t t e d  t o  t h e  l a s t  c a l c u l a t e d  r e a l  h e i g h t  a n d  t h e
n e x t  v i r t u a l  h e i g h t .  T h e  p a r a b o l i c  l a m i n a t i o n  a n a ) y s i s  u s e s  a  s e c o n d - o r d e r  p o l y n o m i a l  f i t t i n g  t h e
r e a l  h e l g h t  a n d  g r a d i e n t  a t  t h e  l a s t  c a l c u l a t e d  p o i n t ,  a n d  t h e  v i r t u a l  h e i g h t  a t  t h e  n e x t .  T h e
f o u r t h - o r d e r  o v e r l a p p i n g  p o l y n o m i a l  a n a l y s i s  f i t s  t h e  t w o  p r e v i o u s  r e a l  h e i g h t s ,  t h e  v i r t u a l  h e i g h t
a t  t h e  l a s t  c a l c u l a t e d  p o i n t ,  a n d  t h e  v i r t u a l  h e i g h t s  a t  t h e  n e x t  t w o  p o i n t s .

T o  e n c o m p a s s  t h e s e  a n d  a n y  f u r t h e r  d e s i r a b l e  e x t e n s i o n s  t o  h i g h e r  o r d e r s ,  a n a l y s i s  p r o c e d u r e s
h a v e  b e e n  f o r m u l a t e d  i n  a  c o m p l e t e l y  g e n e r a l  f o r m .  T h i s  i s  d e s c r i b e d  i n  S e c t i o n  4 . 2 ,  w h e r e  t h e
e q u a t i o n s  a r e  g i v e n  w h i c h  d e f j n e  a  p o l y n o m i a l  o f  o r d e r  N T ,  f i t t i n g  N R  r e a l  h e i g h t s  a n d  N V  v i r t u a l
h e i g h t s .  B y  s p e c i f y i n g  d i f f e r e n t  v a l u e s  f o r  N T ,  N R  a n d  N V  w e  o b t a i n  p o l y n o m i a l  m e t h o d s  o f  a n y
d e s i r e d  o r d e r ,  i n c l u d i n g  t h e  l i n e a r  a n d  p a r a b o l i c  l a m i n a t i o n  m e t h o d s .  1 f  N R  =  0 ,  a n d  N V  i s  t h e
t o t a l  n u m b e r  o f  v i r t u a l - h e i g h t  o b s e r v a t i o n s ,  w e  h a v e  a  s i n g l e  p o l y n o m i a l  a n a l y s i s .  I n  a l l  c a s e s  u s e
o f  N T  =  N R + N V  g i v e s  p r o f i l e s  w h i c h  e x a c t l y  f i t  t h e  v i r t u a l - h e i g h t  d a t a .

S e t t i n g  N T  l e s s  t h a n  N R + N V  g i v e s  a  l e a s t - s q u a r e s  s o l u t i o n .  T h i s  o p e n s  u p  a  r a n g e  o f  p o s s i b l e
m e t h o d s  w h i c h  i n c o r p o r a t e  s o m e  s m o o t h i n g  o f  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a .  U s e  o f  a  l e a s t - s q u a r e s  p r o c e d u r e
r e m o v e s  t h e  d i f f i c u l t y  w h i c h  o c c u r s  w h e n  a  l a r g e  n u m b e r  o f  v i r t u a l  h e i g h t s  i s  u s e d ,  t h a t  i f  t h e
f r e q u e n c y  i n t e r v a l  i s  m a d e  t o o  s m a l l  t h e n  e r r o r s  i n  t h e  v i r t u a l  h e i g h t s  g i v e  a n  u n n e a l i s t i c  i i t t e r
i n  t h e  c a l c u l a t e d  r e a l  h e i g h t s  ( e . 9 .  B e c k e r ,  1 9 6 7 ) .  L e a s t - s q u a r e s  m o d e s  s h o u l d  t h u s  b e  p a r t . i c u l a r l y
v a l u a b l e  f o r  u s e  w i t h  d i g i t a l  i o n o s o n d e s .  T h e  a b i l i t y  t o  o b t a i n  a  l e a s t - s q u a r e s  r e s u l t  o v e r  a n y
s e c t i o n  o f  t h e  p r o f i l e  c a n  a l s o  b e  e x p l o i t e d  t o  g o o d  e f f e c t  i n  c o p i n g  w i t h  t h e  s t a r t  a n d  v a l l e y
p r o b l  e m s .

l , l h e n  a  l a r g e  n u m b e r  o f  d a t a  p o i n t s  i s  a v a i l a b l e ,  t h e r e  i s  n o  n e e d  t o  u s e  a  s e p a r a t e  p o l y n o m i a l
f o r  e a c h  i n t e r v a l  b e t w e e n  s c a l e d  f r e q u e n c i e s .  E x p r e s s i o n s  f i t t e d  o v e r  a n y  d e s j r e d  f r e q u e n c y  r a n g e  c a n
b e  u s e d  t o  c a l c u l a t e  a  f u r t h e r  N H  r e a l  h e i g h t s .  C u r r e n t  l a m i n a t i o n  p r o c e d u r e s  u s e  N H  =  1 .  l , l i t h
d i g i t a l  i o n o s o n d e s  o r  a u t o m a t i c  s c a l i n g  p r o c e d u r e s ,  l a r g e r  v a l u e s  m a y  b e  e m p l o y e d  w i t h  a d v a n t a g e .
T h u s  i f  t h e  a m o u n t  o f  a v a i l a b l e  d a t a  i s  i n c r e a s e d  b y  a  f a c t o r  o f  3 ,  p o l y n o m i a l s  m a y  b e  f i t t e d  o v e r
t h e  s a m e  f r e q u e n c y  r a n g e  a s  b e f o r e  ( w h i c h  w i l l  n o w  i n v o l v e  3  t ' i m e s  a s  m a n y  d a t a  p o i n t s )  w i t h  e a c h
s u c c e s s i v e  s t e p  i n  t h e  a n a l y s i s  c a l c u l a t i n g  3  n e w  r e a l  h e i g h t s .

0 b s e r v e d  v i r t u a l  h e i g h t s  a r e  a f f e c t e d  b y  t h e  a m o u n t  o f  u n d e r l y i n g  i o n i s a t i o n ,  w i t h  p l a s m a
f r e q u e n c i e s  l e s s  t h a n  t h e . l o w e s t  o b s e r v e d  f r e q u e n c y  f m i n ,  a n d  b y  t h e  s i z e  o f  a n y  v a l l e y s  b e t w e e n  t h e
i o n o s p h e r i c  l a y e r s .  T o  w i t h i n  n o r m a l  e x p e r i m e n t a l  a c c u r a c y  t h e  e f f e c t  o f  t h e s e  r e g i o n s  c a n  b e  d e f i n e d
b y  t w o  s u i t a b l y  c h o s e n  p a r a m e t e r s  ( S e c t i o n  B ) .  S o  f o r  s t a r t . i n g  o r  v a 1 l e y  c a l c u l a t i o n s ,  t w o  a d d i t i o n a l
t e r m s  a r e  a d d e d  t o  t h e  r e a l - h e i g h t  e x p r e s s i o n ;  t h e s e  r e p r e s e n t  b a s i c a l l y  t h e  l o t a l  a m o u n t  o f  " u n s e e n "

i o n i s a t i o n ,  a n d  t h e  i o n i s a t i o n  g r a d i e n t  n e a r  t h e  t o p  o f  t h e  u n o b s e r v e d  r e g i o n .  W h e n  o n l y  o r d i n a r y  r a y
d a t a  a r e  a v a i l a b l e ,  t h e s e  t e r m s  a r e  o b t a i n e d  f r o m  s o m e  m e a n  m o d e l  o f  t h e  u n d e r l y i n g  o r  v a l l e y  r e g i o n .
W j t h  s u i t a b l e  e x t r a o r d i n a r " y  r a y  m e a s u r e m e n t s ,  a t  N X  f r e q u e n c i e s  s a y ,  w e  g e t  N V + N X  e q u a t i o n s  f r o m
w h i c h  t o  d e t e r m i n e  N T + 2  r e a l - h e i g h t  c o e f f i c i e n t s  ( w h e r e  N T  i s  t h e  n u m b e r  o f  t e r m s  i n  t h e  p o l y n o m i a l
r e a l - h e i g h t  e x p r e s s i o n ) .  F o r  r " e l i a b . l e  r e s u l t s  t h e  o r d i n a r y  a n d  e x t r a o r d i n a r y  r a y  d a t a  s h o u l d
c o r r e s p o n d  t o  s i m i l a r  p l a s m a  f r e q u e n c i e s  a t  r e f l e c t i o n ,  a n d  a  l e a s t - s q u a r e s  a n a l y s i s  i s  u s e d  w i t h
N T + 2  <  N V + N X .

4 . 2  T h e  B a s i c  E q u a t i o n s

A t  e a c h  s t e p  i n  t h e  a n a l y s i s ,  t h e  v a n i a t . i o n  o f  p l a s m a  f r e q u e n c y  F N  w i t h  h e i g h t  H  i s  g i v e n
b y :

N T
H - H A  = : q 1 ( F N

J - r

F A  ) i \ 2 )

T h e  p o i n t  F A , H A  i s  t h e  o r i g i n  f o r  t h e  r e a l - h e i g h t  p o l y n o r n i a l .  I t  i s  a s s u m e d  t h a t  t h e  r e a l - h e i g h t
p r o f i l e  i s  k n o w n  u p  t o  t h e  h e i g h t  H A ;  a n d  t h a t  t h e  v j r t u a l  h e i g h t s  a t  f r e q u e n c i e s  g r e a t e r  t h a n  F A
h a v e  b e e n  c o r n e c t e d  f o r  t h e  g r o u p  d e l a y  o f  t h e  r a y s  i n  t h e  u n d e r l y ' i n g  s e c t i o n s ,  t o  g i v e  t h e  r e d u c e d
v i r t u a l  h e i g h t s  h " .  T h e  v a l u e  o f  N T  ( t h e  n u m b e r  o f  t e r m s  i n  t h e  p o l y n o m i a l  r e a l - h e i g h t
e x o r e s s i o n )  d e f i n e s  t h e  o r d e r  o f  t h e  a n a l y s i s .
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I f  w e  h a v e  p r o g r e s s e d  k  p o i n t s  t h r o u g h  t h e  r e a l - h e i g h t  p r o f i l e ,  t h e n  F A  =  f p  a n d
H A  =  h 1 .  E q u a t i o n  ( 2 )  i s  u s e d  t o  c a l c u l a t e  t h e  r e a l  a n d  v i r t u a l  h e i g h t s  a t  t h e  f r e r l r r : r . .  i r :

f ( k + i )  f o r  i  =  1  t o  N V ,  w h e r e  N V  i s  t h e  n u m b e r  o f  v i r t u a l  h e i g h t s  f i t t e d  i n  e c i ,  n  s t e p .
l . l r i  t i  n q  F j  -  f (  k + j  )  w e  h a v e

h " ( k + i )  -  H A  =  
[ ,  

( F j , F N ) . d h l d F N . d F N

NT
=  : q . i  B ( i , j )

j = 1  -

wne re
F R

B ( i , r )  j f  u ' ( F 1 , F N )  ( F N  -  F A ) i - I  d F N .- F A

F R  i s  t h e  p l a s m a  f r e q u e n c y  a t  r e f l e c t i o n ,  e q u a l  t o  F i  f o r  t h e  o r d i n a r y  r a y  o r  1 - o
( F 1  ( F 1  -  F B )  ) u '  )  f o r  t h e  e x t r a o r d i n a r y  r a y .

R e a l  h e i g h t  c o e f f . i c i e n t s  C ( i , j )  a r e  a l s o  c a l c u l a t e d  s u c h  t h a t

N T
h ( k + i ) -  H A  =  : q . j

J - r

c ( i , j )  =  ( F i

a re  de te rm ined  fo r

)  =  C ( i , j )  w e  h a v e

)q  r  +  e ( ) '  ' Z )qz  +

) q t  +  B ( 2 , Z ) q z  +

f (  k + 1  )  t o f ( k + N V )

( 4 )

( 3 )

( 5 )

( 6 )

whe re

T h e s e  c o e f f i c i e n t s

S e t t i n g  B ( i + N V , j

. c ( i , i )

-  F A ) i .

f r e q u e n c  i  e s  F i  f r o m

t h e  s e t  o f  e q u a t i o n s

+  g ( 1 , N V ) q r l rB ( 1 , 1

B ( 2 , 1

-  h " ( k + 1 )

=  h " ( k + 2 )

- H A

- H A

- H A

- flA

- H A

( 7 )

tB l . ta l  =  
[ l ' ]  

(B)

w h e r e  [ B ] i s a  2 N V x N T m a t r i x ,  [ Q ] i s a  N T x l c o l u m n v e c t o r , a n d  H " , H  a l e  N V x l c o l u n r r
v e c t o r s .  N u m e r i c a l  c a l c u l a t i o n  o f  t h e  c o e f f i c i e n t s  B ( i , j )  u s i n g  t h e  s u b r o u t i n e  C U E F I C  i s  d e s c r i b e d
i n  A o o e n d i x  D . 1 .

i n  t h e  r e a l - h e i g h t  v e c t o r ,  o n l y  t h e  f i r s t  N R  v a l u e s  a r e  k n o w n  ( w h e r e  N R  d e p e n c i s  o n  t h r :  a r o d e  u i
a n a l y s i s ) .  T h u s  r i g h t - h a n d  s j d e s  a r e  k n o w n  f o r  t h e  f i r s t  N V + N R  r o w s  i n  ( 8 ) ,  c o r r e s p c n d i n q  t o  r h i l
f i r s t  N V + N R  e q u a t i o n s  i n  t h e  s e t  ( 7 ) .  T h e s e  r o w s  a r e  s o l v e d  t o  o b t a i n  t h e  p a r a m e t - e r s  q 1  w h i c h
d e f i n e  t h e  r e a l - h e i g h t  p o l y n o m i a l  ( 2 ) .  U s i n g  t h e s e  p a r a m e t e r s  t h e  n e x t  N H  r o w s  d n e  e v i l u a t e d  t i - r
g i v e  N H  r e a l  h e i g h t s ;  N H  i s  g e n e r a l l y  e q u a l  t o  I  b u t  c a n  b e  g r e a t e r  f o r  t h e  f i r s t  p o l y n o m i a l
( S e c t i o n  6 )  a n d  f o r  h i g h e r  o r d e r  m o d e s  ( S e c t i o n  5 . 3 ) .  T h e  i n d e x  k  i s  i n c r e m e n t e d  b y  t h r , , n u n r b e r  o f
n e w  r e a l  h e i g h t s  c a l c u l a t e d ,  g i v i n g  n e w  v a l u e s  f o r  F A  a n d  H A ,  a n d  t h e  p r o c e s s  r e p e a t e d  u n t . i  I  t h e
e n t i r e  r e a l - h e i g h t  c u r v e  h a s  b e e n  c a l c u l a t e d .

A  I  j n e a r  l a m i n a t i o n  a n a l y s i s  i s  o b t a i n e d  b y  s e t t i n g  N T  =  N V  =  1  a n d  N R  -  0 .  l h u s  a t  e a c h  s t e p  a
f i r s t  o r d e r  p o ' 1 y n o m i a 1  i s  d e t e r m i n e d ,  e x t e n d i n g  f r o m  t h e  l a s t  k n o w n  r e a l  h e i g h t  a n d  f j t t e d  t o  t h e  n e x t
v i r t u a l  h e i g h t .  T h e  p a r a b o l i c  l a m i n a t i o n  p r o c e d u r e  i s  o b t a i n e d  b y  s e t t i n g  N T  =  2 ,  N V  =  I  a n d  N R  -
- 1 .  T h e  - 1  j s  u s e d  a s  a n  j n d i c a t o r  i n  t h e  p r o g r a m  t o  u s e  a  g r a d i e n t  e x o r e s s i o n

> j ( F N  -  F A ) i - 1  q -  =  G A

B ( N V , 1 ) q 1  +  s ( N V , 2 ) q Z +  . . .

B ( N V + 1 ' 1 ) q i  +  B ( N V + 1 , 2 ) q 2  +  . . .

B ( 2 N V ,  l ) q r  +  B ( Z t l v ,  Z ) q z  +

T h e s e  m a y  b e  w r i t t e n

h " ( k + N V )

h (  k + 1  )

h ( k + N V )
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a f t e r  t h e  s i n g l e  v i r t u a l - h e i g h t  e q u a t i o n  a n d  b e f o r e  t h e  s i n g l e  r e a l - h e i g h t  e q u a t i o n  i n  t h e  s e t  ( 7 ) .
G A  i s  t h e  g r a d i e n t  a t  F A  c a l c u l a t e d  f r o m  t h e  p r e v i o u s  p o l y n o m i a l .  T h i s  d e p a r t u r e  f r o m  t h e  n o r m a l
s c h e m e  i s  t o  g ' i v e  e x a c t  a g r e e m e n t  w i t h  t h e  s t a n d a r c j  p a r a b o l i c - l a m j n a t i o n  a n a l y s i s ,  w h i c h  m a t c h e s
g r a d i e n t s  r a t h e r  t h a n  v i r t u a l  h e i g h t s  a t  t h e  e n d  p o i n t s .

H i g h e r  o r d e r  m e t h o d s  o f  a n a l y s i s  a r e  o b t a j n e d  s i m p l y  b y  i n c r e a s i n g  t h e  v a l u e s  o f  N T ,  N V  a n d
N R .  F o r  t h e  s t a n d a r d  f o u r t h - o r d e r  o v e r l a p p ' i n g  p o l y n o m i a l  a n a l y s i s  ( T i t h e r i d g e ,  1 9 6 7 b )  w e  s e t  N T  =  4 ,
N V  =  3  a n d  N R  =  1 .  T h i s  g i v e s  a  f i v e  t e r m  p o l y n o n i i a l  ( i n c l u d i n g  t h e  c o n s t a n t ) ,  f i t t e d  t o  t h e  l a s t
t w o  c a l c u l a t e d  r e a l  h e i g h t s  h ( k )  [ =  H A ]  a n d  h ( k + 1 ) ,  a n d  t o  t h e  t h r e e  v i r t u a l  h e i g h t s  h ' ( k + 1 ) ,
h ' ( k + 2 ) ,  a n d  h ' ( k + : ) .  T h e  r e a l * h e i g h t  e x p r e s s i o n  f o r  h ( k + S ) ,  a v a ' i l a b l e  i n  t h e  s e t  ( 7 ) ,  i s  n o t
s p e c i f i c a l l y  r e q u i r e d .  I t  d o e s ,  h o w e v e r ,  g i v e  a  g o o d  e s t i m a t e  o f  t h i s  h e i g h t  s o  t h a t  t h e  c o r r e c t
v a l u e  o f  g y r o f r e q u e n c y  c a n  b e  u s e d  f o r  t h e  n e x t  s t e p  i n  t h e  a n a l y s i s .

4 .3  Ca l cu la t i on  P rocedu res

T h e  s u b r o u t ' i n e  C 0 E F I C  ( A p p e n d i x  D . 1 )  i s  c a l l e d  a t  e a c h  s t e p  t o  c a l c u l a t e  t h e  c o e f f i c i e n t s
B ( i , j )  f o r  t h e  s i m u l t a n e o u s  e q u a t i o n s  ( . 7 ) .  F o r  t h e  r e a l - h e i g h t  c o n d i t i o n s  ( 5 )  t h e  c o e f f i c i e n t s  a r e
s i m p l e  f u n c t i o n s  o f  f r e q u e n c y .  T h e  v i r t u a l - h e i g h t  e q u a t j o n s  i n v o l v e  g r o u p  i n d e x  i n t e g r a l s  ( 4 ) ,  w h i c h
a r e  e v a l u a t e d  u s i n g  5 -  o r  1 2 - p o i n t  G a u s s j a n  i n t e g r a t i o n  d e p e n d ' i n g  o n  t h e  d e s i r e d  a c c u r a c y .  A t  h i g h
l a t i t u d e s  b o t h  5  a n d  1 2  p o i n t ' i n t e g r a l s  a r e  e m p l o y e d ,  o v e r  d i f f e r e n t  s e c t i o n s  o f  t h e  i n t e g r a t i o n
r a n g e ,  ' i n  a  w a y  w h i c h  r e d u c e s  e r r o r s  b y  a  f a c t o r  o f  i 0  t o  1 0 0  a t  d ' i p  a n g l e s  o f  7 8  t o  8 8 '  ( A p p e n d i x
8 . 3 ) .  A t  a  g i v e n  f r e q u e n c y  t h e  N T  p o l y n o m i a l  i n t e g r a l s  a r e  o b t a i n e d  f r o m  t h e  s a m e  5 ,  1 2  o r  1 7
c a l c u l a t e d  v a l u e s  o f  U ' .  C a l c u l a t j o n  t i m e  t h e r e f o r e  d e p e n d s  p r i m a r i l y  o n  t h e  n u m b e r  o f  v i r t u a l
h e i g h t s  ( N V )  f i t t e d  a t  e a c h  s t e p ,  a n d  n o t  o n  t h e  n u m b e r  o f  t e r m s  i n  t h e  f i t t e d  p o l y n o m i a l .

S o l u t i o n  o f  t h e  s i m u l t a n e o u s  e q u a t i o n s  j s  c a r r i e d  o u t  b y  t h e  s u b r o u t i n e  S 0 L V E  ( A p p e n d i x  F . 4 ) .
T h i s  g i v e s  a n  e x a c t  s o l u t i o n  i f  N T  =  N V + N R ,  a n d  a  l e a s t - s q u a r e s  s o l u t i o n ' i f  N T  <  N V + N R .  T h e
c a l c u l a t i o n  u s e s  o r t h o g o n a l  H o u s e h o l d e r  t r a n s f o r m a t i o n s ,  g i v i n g  a c c u r a t e  r e s u l t s  f o r  v a l u e s  o f  N T
u p  t o  a t  l e a s t  1 5 .  F r o m  t h e  c a l c u l a t e d  r e a l - h e i g h t  c o e f f i c i e n t s  a n y  r e q u i r e d  f e a t u r e s  o f  t h e  p r o f i l e
( s u c h  a s  t h e  h e i g h t s  o r  g r a d i e n t s  a t  a n y  r e q u i r e d  f r e q u e n c i e s ,  a n d  t h e  t o t a l  e l e c t r o n  c o n t e n t )  c a n  b e
o b t a  i  n e d  .

F o r  l e a s t - s q u a r e s  s o l u t i o n s  w e  w a n t  t h e  c a l c u l a t e d  p o l y n o m i a l  t o  a g r e e  c l o s e l y  w i t h  t h e  N R  k n o w n
r e a l  h e i g h t s ,  a n d  l e s s  a c c u r a t e l y  w . i t h  t h e  g i v e n  v i r t u a l  h e i g h t s .  T h i s  i s  a c c o m p l i s h e d  b y  m u l t i p l y i n g
t h e  f i r s t  N V  r o w s  i n  ( 7 )  b y  a  w e i g h t i n g  f a c t o r  W V I R T .  T e s t s  s h o w  t h a t  W V I R T  s h o u l d  b e  l e s s  t h a n
0 . 1  f o r  g o o d  m a t c h i n g  o f  s u c c e s s i v e  p o l y n o m i a l s  u n d e r  a l l  c o n d i t i o n s .  T h e  v a l u e  W V I R T  =  0 . 0 5  h a s
t h e r e f o r e  b e e n  a d o p t e d .  T h e  r e l a t i v e  f i t t i n g  a c c u r a c i e s  o f  t h e  v j r t u a l  a n d  r e a l  h e i g h t s  d e p e n d s  o n
t h e  s q u a r e  o f  t h i s  w e i g h t ,  a n d  a l s o  o n  t h e  s q u a r e  o f  t h e  r e l a t i v e  s i z e  o f  t h e  c o e f f i c ' i e n t s  B ( i , j )  i n
t h e  e q u a t i o n s  ( 7 ) .  C o m b i n i n g  t h e s e  e f f e c t s  g i v e s  a  r e l a t i v e  f i t t i n g  a c c u r a c y  o f  a b o u t  0 . 0 2 .  T h u s  f o r
a  t y p i c a l  a n a l y s i s  u s ' i n g  r e a l  ( i n a c c u r a t e )  d a t a  a  c a l c u l a t e d  l e a s t - s q u a r e s  p o l y n o m i a l  w i l l  f i t  t h e
p r e v i o u s l y  d e t e r m j n e d  r e a l  h e i g h t s  t o  w i t h i n  a b o u t  0 . 0 1  k m ,  a n d  w i l l  a g r e e  w i t h  t h e  v i r t u a l - h e i g h t
d a t a  t o  w ' i t h i n  0 . 5  k m .

W h e n  a n  e x a c t  p o l y n o m i a l  f i t  i s  b e j n g  u s e d  ( N T  =  N V + N R )  o r  w h e n  r e a l - h e i g h t  e q u a t i o n s  a r e  n o t
i n c l u d e d  i n  t h e  s e t  b e i n g  s o l v e d  ( a s  i n  t h e  s t a r t  o r  v a 1 1 e y  c a l c u l a t i o n s )  t h e  v a l u e  o f  W V I R T  h a s  n o
e f f e c t  o n  t h e  r e s u l t s .  W h e n  e x t r a o n d i n a r y  r a y  d a t a  a r e  b e j n g  u s e d  t o  o v e r c o m e  t h e  s t a r t i n g  o r  v a ' l ' l e y
a m b i g u i t y  a d d i t i o n a ' l  w e i g h t s  a r e  u s e d  t o  g i v e  s l i g h t l y  l e s s  i m p o r t a n c e  t o  t h e  e x t r a o r d i n a r y  r a y
m e a s u r e m e n t s ,  a n d  g r e a t e r  i m p o r t a n c e  t o  t h e  l a s t  o r d i n a r y  r a y  v i r t u a l  h e i g h t  t o  e n s u r e  a  s m o o t h
c o n t i n u a t i o n  w i t h  f o l  l o w i n q  o r d i n a r y  r a v  m e a s u r e m e n t s .
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5. THE PROGRAM POLAI\

5 .  I  Genera l  Charac ter i  s t i cs

_  f ! g  F o r t r a n  p r o g r a m  P 0 L A N  h a s  b e e n  c o n s t r u c t e d  u s j n q  a  s r n a l l  n u m b e r  o f  g e n e r a l j s e d  s u b r o u t i n e s .
T h . i s  a l ) o w s  m a n y  d i f f e r e n t  m o d e s  o f  a n a l y s i s ,  a n d  c h a n g e s  i n  m o d e  c a n  b e  m a d e  a t  a n y  t i m e .
C a l c u ' l a t i o n s  n o r m a l l y  p r o c e e d  i n  a  s t e p w i s e  f a s h i o n  t o  o b t a j n  s u c c e s s i v e ,  o v e r ) a p p i n g  s e c t i o n s  o f  t h e
r e a l - h e i g h t  p r o f i l e .  A t  a n y  g i v e n  s t a g e  c a l c u l a t i o n s  a r e  r e f e r r e d  t o  a  k n o w n  r e a l - h e i g h t  p o l n t  F A , l l A
c a l l e d  t h e  o r i g i n .  T h e  n e x t  r e a l - h e i g h t  s e c t i o n  p a s s e s  t h r o u g h  t h e  o r i g i n ,  a n d  i s  d e f i n e d  b y  t h e
p o l y n o m i a l  e x p r e s s i o n

N T j
h  -  H A  -  

3 i r c i t r r u  
F A )  J  ( 9 )

D i f f e r e n t  m o d e s  o f  a n a l y s i s  a r e  t h e n  s p e c i f i e d  i n  t e r m s  o f  t h e  f o l l o w i n o  p a r a m e t e r s :

N T  =  t h e  n u m b e r  o f  c o e f f i c i e n t s  q j . i n  t h e  p o l y n o m i a l  r e a l - h e i g h t  e x p r e s s i o n ;

N V  =  t h e  n u m b e r  o f  v i r t u a l  h e i g h t s  u s e d  i n  e a c h  s t e p ;

N R  =  t h e  n u m b e r  o f  k n o w n  r e a l  h e i g h t s  u s e d  i n  e a c h  s t e p ;

N H  =  t h e  n u m b e r  o f  n e w  r e a l  h e i g h t s  t o  c a l c u l a t e  f r o m  t h e  p o l y n o m i a l  e x p r e s s i o n .

. .  _ C a l c u l a t i o n s  b e g i n  f r o m  s o m e  d e f i n e d  s t a r t i n g  p o i n t  ( f . , h r ) ,  w h e r e  f ,  i s  n o n m a l l y  l e s s  t h a n
t h e  l o w e s t  s c a l e d  f r e q u e n c y  f 1 .  F o r  t h e  f i r s t  s t e p  o f  t h e - a n a i y s i s  ( t h e  i a l c u l a t i o n  o f  t h e  f i r s l
p o l y n o m i a l  s e g m e n t )  n o  f u r t h e r  r e a l  h e i g h t s  a r e  k n o w n ,  s o  t h a t  N R  =  0 .  T h e  a n a . l y s i s  c a n  u s e  a n y
n u m b e r  o f  v i r t u a l  h e i g h t s  ( N V )  t o  c a l c u l a t e  a n y  r e q u i r e d  n u m b e r  o f  r e a l  h e i g h t s  ( N H ,  < =  N V ) .  T h u s
t h e  f o u r t h - o r d e r  a n a l y s i s  o b t a i n s  t h r e e  r e a l  h e ; g h t s  ( h 1  t o  h 3 )  b v  f i t t i n g  a  i o u r - t e r m  p o l y n o m i a l
f r o m  t h e  p o i n t  ( f t , h r )  t o  t h e  f i r s t  f o u r  v i r t u a l  h e i g h t i .  F o i  t h e  n e x t  s l e p  t h e  o r i g i n  1 s  a d v a n c e d
t w o  p o i n t s ,  t o  ( f 2 , h 2 ) .  0 n e  f u r t h e r  r e a l  h e i g h t  i s  t h e n  k n o w n  a n d  s u c c e s s i v e  p o l y n o n r . i a l s  a r e
d e t e r m i n e d  u s i n g  N T  =  4 ,  N V  -  3  a n d  N R  -  1 .

, - .  .  l . , i h e n  t h e  o r i g i n .  f o r  t h e  r e a ) - h e i g h t  e x p a n s i o n  i s  a t  t h e  p t h  p o i n t  i n  t h e  a r r a y  o f  f r e q u e n c i e s
( F V )  a n d  h e i g h t s  ( H R ) ,  w e  h a v e  F A  =  F V ( k )  a n d  l l A  =  H R ( k ) .  T h e  c o e f f i c i e n t s  i n  t h e  r e a l  h e i q h t
e x p a n s i o n  a r e  t h e n  d e t e r m j n e d  b y  t h e  r e a l  h e i g h t s  H R ( k + 1 )  t o  H R ( k + N R ) ,  a n d  t h e  v i r t u a l  t r e i g h t s
H y ( k + 1 )  t o  H V ( k + N V ) .  T h i s  p r o v i d e s  N R + N V  c o n s t r a i n t s  t o  d e t e r m i n e  t h e  N T  c o e f f i c j e n t s  q .  I f
N T  =  N R + N V  w e  h a v e  a n  e x a c t  s o l u t i o n ,  a n d  i f  N T  <  N R + N V  w e  g e t  a  l e a s t - s q u a r e s  s o l u t i o n .  T h e
n u m b e r  o f  t e r m s  N T  w h i c h  c a n  b e  u s e d  f o r  a  r e a l - h e i g h t  e x p a n s i o n . i s  l i m i t e d  t o  i 5  j n  P S L A N ,  b y  t h e
d i m e n s i o n s  o f  t h e  a r r a y s  B  a n d  Q .  T h e  t o t a l  n u m b e r  o f  c o n s t r a i n t s  ( N R + N V )  i s  s i m i l a r l y  l i m i t i d
t o  3 0 .

T h e  r e a l - h e i g h t  e x p a n s i o n  i s  n o t  c o n t r ' n u e d  a c n o s s  a  c r i t i c a l  f r e q u e n c y  i n  a n y  m o d e .  A  c r j t i c a l
f r e q u e n c y  o r  c u s p  j s  i n d i c a t e d  b y  a  v i r t u a l  h e i g h t  o f  l e s s  t h a n  3 0  ( a s  d e s c r i b e d  i n  S e c t i o n  5 . 4 ) .
l ' l h e n  t h j s  i s  e n c o u n t e r e d  t h e  v a l u e  o f  N V  i s  r e d u c e d  t o  e q u a l  t h e  n u m b e r  o f  a v a i l a b l e  v i r t u a l  h e i g l r t
m e a s u r e m e n t s  b e f o r e  t h e  c r i t i c a l  f n e q u e n c y .  F o r  l 4 o d e  1 0  ( a  s i n g l e - p o l y n o m i a l  a n a l y s i s )  N V  i s
n o r m a l l y  r e d u c e d  f r o m  t h e  m a x i n u m  s p e c i f i e d  v a l u e  ( 3 0 )  t o  t h e  n u m b e r  o f  d a t a  p o i n t s  a v a i l a b l e  b e f o r e
t h e  n e x t  c r i t i c a l  f r e q u e n c y .  T h u s  w i t h  a  m u l t i - l a y e r  i o n o g r a m ,  e a c h  l a y e r  i s  r e p r e s e n t e d  b y  a
s e p a r a t e  a n a l y t i c a l  e x p r e s s i o n .

A n  i m p o r t a n t  q u e s t i o n  i n  r e a l - h e i g h t  c a l c u l a t i o n s  i s  t h e  p r e s e n c e  o f  j n s t a b i l i t i e s  i n  t h e
r e s u l t s ,  a s  s h o w n  b y  t h e  p r e s e n c e  o f  s p u r i o u s  o s c j l l a t i o n s .  0 n l y  M o d e  I  ( l i n e a r  l a m i n a t i o n s )  a n d  l 4 o d e
3 - ( o v e r l a p p i n g  c u b l c s )  a r e  c o m p l e t e l y  f r e e  f r o m  t h i s  e f f e c t .  A l l  m o d e s  w h i c h  m a i n t a i n  s o m e  c o n t i n u i t y
o f  g r a d i e n t  b e t w e e n  s u c c e s s i v e  s e c t i o n s  g i v e  s o m e  s p u r i o u s  o s c i l l a t i o n s  w h e n  u s e c l  t o  a n a J y s e  i r r e g u l a r
v i r t u a l - h e i g h t  d a t a .  T h i s  q u e s t i o n  h a s  b e e n  i n v e s t i g a t e d  b y  c o n s i d e r i n g  t h e  f o r m  o f  r e a l  h e i g h t
c u r v e s  f i t t e d  t o  d i s c o n t i n u o u s  d a t a ;  b y  a n a l y s i n g  v i r t u a l - h e i g h t  d a t a  c o r r e s p o n d i n g  t o  i d e a l i z e d
d e l t a '  s t e p  a n d  r a m p  t y p e  d i s c o n t i n u i t i e s ;  a n d  b y  t h e  a n a l y s i s  o f  t y p i c a l  c u s p e d  i 6 n o g n a m s
( T i t h e r i d g e ,  I 9 B 2 ) .  I n  a l l  c a s e s  t h e  a m p l i t u d e  o f  s p u r i o u s  o s c . i l l a t i o n s  i s  l a r g e s t  t o i  M o d e  2  ( t h e
p a r a b o l i c  l a m i n a t i o n  a n a l y s i s )  i n  w h i c h  s u c c e s s i v e  s e g m e n t s  a r e  m a t c h e d  o n l y  a t  t h e  e n d  p o i n t s .
C o m p a r e d  w i t h  M o d e  2 ,  o s c i l l a t i o n s  a r e  Z O t i  t o  6 0 i i  l e s s  f o r  M o d e  4 ,  a n d  5 0 %  t o  9 0 %  l e s s  f o r  t h e  h i q h e r
o r d e r  I  e a s t - s q u a r e s  m o d e s .
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5.2 The Standard l lodes of Analysis

T e n  s t a n d a r d  m o d e s  o f  a n a l y s i s  a r e  p r o v i d e d  i n  P O L A N .  T h e s e  u s e  v a l u e s  o f  N T ,  N V ,  N R  a n d  N H
d e f i n e d  i n  t h e  d a t a  a r r a y s  I T ,  I V ,  I R  a n d  I H .  0 t h e r  m o d e s  c a n  b e  u s e d ,  i f  d e s j r e d ,  b y  s i m p l y
c h a n g i n g  t h e  c o n s t a n t s  i n  t h e s e  a r r a y s .  E a c h  a r r a y  c o n t a i n s  2 0  v a l u e s .  T h e  f i r s t  t e n  a r e  u s e d  f o r
t h e  f i r s t  r e a l - h e i g h t  e x p a n s i o n ,  a t  t h e  b e g i n n i n g  o f  t h e  a n a l y s i s  o r  a f t e r  a  p e a k ,  w h e n  n o  f u r t h e r
r e a l  h e i g h t s  a r e  k n o w n  a n d  N R  =  0 .  A t  t h e  e n d  o f  t h i s  f i r s t  s t e p ,  a f t e r  N H  r e a l  h e i g h t s  h a v e  b e e n
c a l c u l a t e d  a n d  t h e  i n d e x  k  a d v a n c e d  b y  t h i s  a m o u n t ,  k  i s  s t e p p e d  b a c k  b y  a  n u m b e r  g i v e n  i n  t h e  d a t a
a r r a y  I R .  T h e r e a f t e r  t h e  s e c o n d  t e n  v a l u e s  i n  t h e  a r r a y s  I T ,  I V ,  I R  a n d  I H  d e f i n e  t h e  v a l u e s  o f  N T ,
N V ,  N R  a n d  N H  t o  b e  u s e d  i n  c o n t i n u i n g  t h e  a n a l y s i s .  T h e  v a l u e s  o f  t h e s e  c o n s t a n t s  f o r  e a c h  m o d e  a r e
l i s t e d  i n  T a b l e  1 ,  w i t h  a  b r i e f  o u t l i n e  o f  t h e  r e s u ' l t i n g  a n a l y s i s .

R e a l - h e i g h t  s e c t i o n s  d e t e r m i n e d  b y  t h e  d i f f e r e n t  s t a n d a r d  m o d e s  o f  a n a l y s i s  a r e  i l l u s t r a t e d  i n
F i g .  l .  V e r t i c a l  l i n e s  s h o w  t h e  o r i g i n  o f  t h e  e x p a n s i o n  a t  t h e  f r e q u e n c y  F A .  S o l i d  d o t s  r e p r e s e n t
k n o w n  r e a l  h e i g h t s ,  o p e n  c i r c l e s  a r e  c a l c u l a t e d  r e a l  h e i g h t s ,  a n d  c r o s s e s  r e p r e s e n t  f i t t e d  v i r t u a l
h e i g h t s .  M o d e  I  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  l i n e a r  l a m j n a t i o n  a n a l y s i s ,  i n  w h i c h  a  l i n e a r  s e c t i o n  i s
c a l i u l a t e d  f r o m  t h e  l a s t  k n o w n  r e a l  h e i g h t  t o  f i t  t h e  n e x t  v i r t u a l  h e i g h t .  T h u s  w e  c a l c u l a t e  a
p o l y n o m i a l  w i t h  N T  =  I  t e r m s ,  u s i n g  N R  =  0  f u r t h e r  r e a l  h e i g h t s  a n d  N V  =  I  f u r t h e r  v j r t u a l
h e i g h t s ;  t h e  r e s u l t  i s  u s e d  t o  d e t e r m i n e  N H  =  1  f u r t h e r  r e a l  h e i g h t s .  T h e  n e w  s e c t i o n  o f  t h e
r e a l - h e i g h t  p r o f i l e  w h i c h  i s  d e t e r m i n e d  i n  t h i s  s t e p  i s  s h o w n  a s  a  h e a v y  l i n e  i n  F i g .  1 .

A  n e g a t i v e  v a l u e  o f  N R  i s  u s e d  i n  s o m e  m o d e s .  T h i s  s i g n a l s  t h a t  o n e  o f  t h e  r e a l  h e i g h t s  t o  b e
f i t t e d  i s  a t  t h e  f r e q u e n c y  j u s t  b e l o w  F A .  T h i s  i s  t h e  c a s e  f o r  M o d e  3  a n d  M o d e s  5  t o  9 ' i n  F i g .  1 .
A n  e x c e p t i o n  i s  m a d e  o f  M o d e  2 ;  t o  g i v e  e x a c t  a g r e e m e n t  w i t h  t h e  n o r m a l  p a r a b o l i c  l a m i n a t i o n
a n a l y s i s ,  N R  =  - i  h e r e  i s  t a k e n  t o  m e a n  t h a t  t h e  g r a d i e n t  d h l d F N  i s  f i t t e d  a t  t h e  f r e q u e n c y  F A .
M o d e  2  t h e n  c a l c u l a t e s  a  p o l y n o m i a l  r v i t h  N T  =  2  t e r m s  f i t t i n g  t h e  i n i t i a l  g r a d i e n t  ( a s  d e t e r m i n e d
f r o m  t h e  p r e v i o u s  l a m i n a t i o n )  a n d  t h e  n e x t  v i r t u a l  h e i g h t .

M o d e  4  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  f i v e - t e r m  o v e r l a p p i n g  p o l y n o m i a l  a n a l y s i s  d e s c r i b e d  p r e v i o u s l y
(T i ther idge,  1967b) .  In  the  present  contex t  th is  reduces  to  MT =  4  te rms to  be  de termined in  the
e x p a n s i o n - ( 2 ) ,  s i n c e  t h e  c o n s t a n t  i s  a u t o m a t j c a l l y  s e t  t o  m a k e  t h e  p o l y n o m i a l  p a s s  t h r o u g h  t h e  p o i n t
( F A , H A ) .  T h e  f o u r  t e r m s  a r e  d e t e r m i n e d  f r o m  t h e  n e x t  o n e  r e a l - h e i g h t  a n d  t h r e e  v i r t u a l  h e i g h t s .
T h e  p o l y n o m i a l  i s ,  t h e r e f o r e ,  f i t t e d  t o  d a t a  c o v e r i n g  t h r e e  s u c c e s s i v e  f r e q u e n c y  i n t e r v a l s  a s  s h o w n  i n
F i g .  l .  T h e  r e s u l t  j s  u s e d  t o  c a l c u l a t e  a  f u r t h e r  s e c t i o n  o f  t h e  r e a l - h e i g h t  c u r v e  o v e r  t h e  c e n t r e
i n t e r v a i  s h o w n  b y  a  h e a v y  1 i n e .  T h i s  i s  s o m e w h a t  s i m i l a r  t o  a  r e p r e s e n t a t i o n  b y  s p l i n e  f u n c t i o n s ,
w i t h  t h e  p o l y n o m i a l  f u n c t i o n  i n  e a c h  i n t e r v a l  m a t c h i n g  a d i a c e n t  f u n c t i o n s  i n  b o t h  v a l u e  a n d  g r a d i e n t
a t  t h e  e n d  p o i n t s  a n d  i n  v a l u e  a t  o n e  f u r t h e r  p o i n t  e a c h  s i d e .  I n  t h e  p r e s e n t  i m p l e m e n t a t i o n ,
h o w e v e r ,  g r a d i e n t  m a t c h i n g  i s  r e p l a c e d  b y  v i r t u a l  h e i g h t  m a t c h i n g  ( w h i c h  i t  c l o s e l y  r e s e m b l e s )  a n d
t h e  a d d i t i o n a l  p o i n t  f i t t e d  a t  t h e  h . i g h  f r e q u e n c y  e n d  i s  a  v i r t u a l  h e i g h t  a n d  n o t  a  r e a l  h e i g h t .
T h e s e  c h a n g e s  m a k e  p o s s i b l e  t h e  s t e p w i s e  s o l u t i o n  w h i c h  c a n  c o p e  w i t h  a n y  n u m b e r  o f  d a t a  p o j n t s .

F o r  e a c h  o f  M o d e s  1  t o  4  w e  h a v e  N T  =  N V  +  l N R l .  T h u s  t h e  n u m b e r  o f  t e r m s  d e t e r m i n e d  i s  e q u a l
t o  t h e  n u m b e r  o f  c o n s t r a i n t s ,  a n d  t h e  r e s u l t i n g  p r o f i l e  w i l l  m a t c h  t h e  g i v e n  v i r t u a l - h e i g h t  d a t a
e x a c t l y  ( a p a r t  f r o m  t h e  e f f e c t  o f  l i m i t e d  n u m e r i c a l  a c c u r a c y  i n  t h e  c a l c u l a t i o n s ) .  F o r  e a c h  o f  M o d e s
5  t o  1 0 ,  1 1 1  1  1 1 y  +  l N R l  a n d  w e  g e t  a  l e a s t - s q u a r e s  s o l u t i o n .  T h e  c a l c u l a t e d  p o l y n o m i a l s  p a s s
e x a c t l y  t h r o L r g h  t h e  o r i g i n  ( t h e  k n o w n  p o i n t  F A , H A ) ,  b u t  w i l l  n o t  i n  g e n e r a l  g i v e  a n  e x a c t  f i t  t 0  t h e
v i r t u a l - h e i g h t  d a t a .  A  g o o d  f i t  t o  t h e  p r e v i o u s l y  c a l c u l a t e d  r e a l  h e i g h t s  i s  i m p o s e d  b y  g i v i n g
g r e a t e r  w e i g h t  t o  t h e  r e a l - h e i g h t  e q u a t i o n s  ( a s  d i s c u s s e d  i n  S e c t i o n  4 . 3 ) .

M o d e  5  g i v e s  t h e  p r o c e d u r e  c u r r e n t l y  r e c o m m e n d e d  f o r  m o s t  p u r p o s e s .  T h i s  u s e s  a  p o l y n o m i a l
f i t t e d  o v e r  t w o  f r e q u e n c y  i n t e r v a l s  o n  e i t h e r  s i d e  o f  t h e  r e a l - h e i g h t  s e c t i o n  t o  b e  d e t e r m i n e d .  I t
g i v e s  a p p r e c i a b l y  g r e a t e r  a c c u r a c y  t h a n  M o d e  4 ,  a n d  s l i g h t i y  w o r s e  i n  g e n e r a l  t h a n  M o d e  6 .

M o d e s  7  t o  9  a r e  s i m i l a r  t o  M o d e  6 ,  e x c e p t  t h a t  e a c h  c a l c u l a t e d  r e a l - h e i g h t  s e g m e n t  c o v e r s  t w o
o r  t h r e e  d a t a  p o i n t s .  T h u s  t h e  p o l y n o m i a l s  a r e  o b t a i n e d  f r o m  a  l e a s t - s q u a r e s  f i t  t o  a  l a r g e r  n u m b e r
o f  p o i n t s ,  a n d  a r e  u s e d  t o  c a l c u l a t e  t w o  o r  t h r e e  r e a l  h e i g h t s  a t  e a c h  s t e p .  T h i s  g i v e s  a  f a s t e r
a n a l y s i s  w i t h  s m o o t h e r  r e s u l t s .  T h e s e  p r o c e d u r e s  s h o u l d  b e  s u i t a b l e  f o r  a n a l y s i n g  d a t a  f r o m  d i g i t a l
i o n o s o n d e s ,  w h e n  l a r g e  n u m b e r s  o f  d a t a  p o i n t s  a r e  a v a i l a b l e .  l . / i t h  i r r e g u l a r  d a t a  i t  c o u l d  b e
d e s i r a b l e  t o  r e d u c e  t h e  n u m b e r  o f  t e r m s  i n  t h e  p o l y n o m i a l ;  t h u s  a n  a n a l y s i s  o f  t h e  t y p e  s h o w n  f o r
M o d e  9 ,  b u t  w i t h  N T  r e d u c e d  t o  a b o u t  5 ,  w i l l  u s e  t h r e e  t i m e s  t h e  n o r m a l  a m o u n t  o f  d a t a  a n d  p r o d u c e
o n l y  t h e  n o r m a l  a m o u n t  o f  r e s o l u t i o n  i n  t h e  r e s u l t s .

M o d e  l 0  d e t e r m i n e s  a  s i n g l e  a n a l y t i c  r e a l - h e i g h t  e x p r e s s i o n  f o r  e a c h  1 a y e r .  I t  i s  d e f i n e d  i n
P g L A N  b y  N T  =  7 3 ,  N V  =  3 0 ,  N R  =  0  a n d  N H  =  3 0 .  T h i s  p e r m i t s  u p  t o  3 0  v i r t u a l - h e i g h t  d a t a  p o i n t s
t o  b e  i n c l u d e d  i n  t h e  a n a l y s i s .  T h e  l i m i t  i s  s e t  b y  t h e  d i m e n s i o n s  o f  t h e  a r r a y  B ( 3 2 , 1 7 )  i n  P 0 L A N ,
a n d  c a n  b e  c h a n g e d  t o  e n a b l e  a n y  n u m b e r  N M A X  o f  v i r t u a l  h e i g h t s  t o  b e  u s e d  b y  a l t e r i n g  t h e  f i r s t
d i m e n s i o n  t o  N M X + 2 .  V a l u e s  o f  N T  >  2 0  a r e  i n t e r p r e t e d  i n  P 0 L A N  a s  g i v i n g  a  p e r c e n t a g e  o f  ( N V + 2 ) ;
t h u s  M o d e  l 0  a s  c u r r e n t l y  d e f i n e d  u s e s  N T  =  0 . 7 3 ( N V + 2 )  t e r m s  i n  t h e  a n a l y t i c  r e a l  h e i g h t  e x p r e s s j o n .
T h i s  a l w a y s  g i v e s  a  l e a s t - s q u a r e s  s o l u t i o n ,  i n c l u d i n g  a l l  t h e  o r d i n a r y  a n d  e x t r a o r d i n a r y  r a y  d a t a  f o r
a  g i v e n  1 a y e r .  
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T a b l e  l .  T h e  s t a n d a r d  m o d e s  o f  a n a l y s i s  i n c o r p o r a t e d  i n  P 0 L A N  a n d  i n  S P 0 L A N ,  a s  i l l u s t r a t e d  i n  F i g .
1 .  T h e  p o l y n o m i a l s  u s e d  h a v e  N T  t e r m s ,  p l u s  t h e  c o n s t a n t  t e r m  w h i c h  i s  a u t o m a t j c a l l y  i n c l u d e d  b y
t a k i n g  t h e  o r i g i n  f o r  t h e  p o l y n o m i a l  a t  a  k n o w n  r e a l - h e i g h t  p o i n t  F A , H A .  T h e s e  t e r m s  a r e  d e t e r m i n e d
b y  a  ( 1 e a s t - s q u a r e s )  f i t  t o  t h e  v i r t u a l - h e i g h t  d a t a  a t  t h e  n e x t  N V  f r e q u e n c i e s  a b o v e  F A ,  a n d  t o  k n o w n
r e a l  h e i g h t s  a t  N R  f r e q u e n c i e s  a b o v e  F A .  I f  N R  i s  n e g a t i v e ,  t h e  f i t  i s  t o  o n e  r e a l  h e i g h t  b e l o w  F A ,
a n C  l t " t R l - 1  r e a l  h e . i g h t s  a b o v e  F A .  t { H  g i v e s  t h e  n u m b e r  o f  n e w  r e a l  h e i o h t s  c a l c r r l a t c d  a t  p a c h  s l p n

DESCRIPTIONt{HNRilvNTHODE

1 1 1 0 1

2  2  1  - 1  I

3  3  2  - 1  I

T h e  n o r m a l  l i n e a r  l a m i n a t i o n  a n a l y s i s .

P a r a b o l i c  l a m i n a t . i o n s ,  f i t t i n g  t h e  l a s t  r e a l  h e i g h t  a n d  g r a d i e n t .

0 v e r l a p p i n g  c u b i c s ,  f ' t t i n g  n o  p r e v i o u s  g r a d i e n t s  o r  v j r t u a l
h e i g h t s  a n d  s o  c o m p l e t e l y  f r e e  o f  o s c i l l a t i o n s .

T h e  f i v e - l e r m  o v e r l a p p i n g - p o l y n o m i a l  a n a l y s i s  d e s c r i b e d  i n
R a d . i o  S c i e n c e  1 9 6 7  p . i 1 6 9 ,  i n  w h i c h  5  t e r m s  ( i n c l u d i n g  t h e
c o n s t a n t )  f i t  3  v i r t u a l  p l u s  2  r e a l  p o i n t s  ( i n c l u d i n q  H A ) .

A  s i x - t e r m  f i t  t o  3  r e a l  a n d  4  v i r t u a l - h e i g h t  d a t a  p o i n t s ;  t h e
f i r s t  l e a s t - s q u a r e s  a n a l y s i s  a n d  t h e  n o r m a l  d e f a u l t  p r o c e d u r e .

A  / - t e r m  l e a s t - s q u a r e s  f i t  t o  4  r e a l  a n d  5  v i r t u a l  h e i g h t s ;
s 1  i g h t l y  m o r e  a c c u r a t e  ( a n d  s l o w e r )  t h a n  l " l o d e  5  i n  g e n e r a i .

7  t e r m s  f i t t e d  t o  4  r e a l  a n d  /  v i r t u a l  h e i g h t  p o i n t s ,  a d v a n c i n g
t w o  p o i n t s  a t  e a c h  s t e p .

7  t e r m s  f i t t e d  t o  5  r e a l  a n d  B  v i r t u a l  h e i g h t s ,  a d v a n c i n g  Z  p o i n t s
a t  e a c h  s t e p ;  f o r  s m o o t h i n g  a n d  a n a l y s j s  o f  d e n s e  d a t a .

B  t e r m s  f i t t e d  t o  7  r e a l  a n d  1 3  v i r t u a l  h e i g h t s ,  a d v a n c i n g  3  p o i n t s
a t  e a c h  s t e p ;  f o r  s m o o t h i n g  a n d  a n a l y s i s  o f  h j g h - d e n s i t y  d a t a .

A  s i n g l e  p o l y n o m i a l ,  w i t h  N T  =  0 . 7 3 ( N V + 2 )  t e r m s ,  f i t t e d  t o  a l l  N V
h e i g h t s  f o r  e a c h  l a y e r .  ( C u r r e n t  l i m i t s  a r e  N V  <  3 0 ,  N T  <  2 8 ) .
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M o d e = 1
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F i g u r e  l .  T h e  s t a n d a r d  m o d e s  o f  a n a l y s i s  i n  P O L A N .  V e r t i c a l  l j n e s  s h o w  t h e  o r i g i n  o f
t h e  p o l y n o m i a l  r e a l - h e i g h t  e x p r e s s i o n ,  o f  N T  t e r m s ,  w h i c h  i s  c a l c u l a t e d  t o  f i t  N V
v i r t u a l  h e i g h t s  ( s h o w n  b y  c r o s s e s )  a n d  N R  k n o w n  r e a l  h e i g h t s  ( s o l i d  d o t s ) .  R e a l
h e i g h t s  w h j c h  a r e  c a l c u ' l a t e d  f r o m  t h e  p o l y n o m i a l  e x p r e s s i o n  a r e  s h o w n  a s  c i r c l e s .

1 B

N T = 5

NR= -2

N V = 1 3 ,
N H = 3

N T = 6

NR= -4

N T =  7

N R = - 6

N V  u p  t o  3 0
N T  u p  t o  1 5



T h e  t i m e  t a k e n  b y  a n  a n a l y s i s  d e p e n d s  p r i m a r i l y  o n  t h e  n u m b e r  o f  g r o u p  r e f r a c t i v e  i n d e x
c a l c u l a t i o n s ,  a n d  h e n c e  o n  t h e  n u m b e r  o f  v i r t u a l - h e i g h t  c a l c u l a t i o n s .  E a c h  c r o s s  i n  F i g .  1  r e p r e s e n t s
a  f r e q u e n c y  a t  w h i c h  t h e  v i r t u a l - h e i g h t  i n t e g r a l  m u s t  b e  e v a l u a t e d ,  t o  a d v a n c e  t h e  a n a l y s i s  o n e  s t e p .
T h e  t i m e  d e p e n d s  o n l y  s l i g h t l y  o n  t h e  n u m b e r  o f  t e r m s  u s e d  j n  t h e  r e a l - h e i g h t  e x p a n s i o n ,  s i n c e  ( f o r  a
g i v e n  i )  a l l  t h e  t e r m s  B ( i , j )  w h e r e  j  =  1  t o  N T  a r e  o b t a i n e d  f r o m  t h e  s a m e  s e t  o f  g r o u p  i n d j c e s
( A p p e n d i x  D . 1 ) .  T h e  o v e r a l l  t i m e  f o r  e a c h  m o d e  j s ,  t h e r e f o r e ,  r o u g h l y  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  v a l u e  o f
N V ,  d i v i d e d  b y  t h e  v a l u e  o f  N H  ( t h e  n u m b e r  o f  n e w  r e a l  h e i g h t s  c a l c u l a t e d  a t  e a c h  s t e p ) .  T h i s  g i v e s
t h e  a p p r o x i m a t e  r e l a t i v e  t i m e s  N V / N H  I i s t e d  f o r  e a c h  v a . l u e  o f  l " l O D E  i n  T a b l e  2 .  F o l l o w i n g  c o . l u m n i
g i v e  t h e  m e a s u r e d  t i m e s  f o r  t h e  a n a l y s i s  o f  a n  i o n o g r a m  w i t h  2 0 ,  4 0 ,  6 0  o r  9 0  s c a l e d  d a t a  p o i n t s ,  o n  a
B u r r o u g h s  8 6 7 0 0  c o m p u t e r .  T h e  f r ' r s t  s e t  o f  t i m e s  i s  o b t a j n e d  b y  s p e c i f y i n g  a  v a l u e  o f  l , 4 O D E  f r o m  1  t o
i 0 .  T h i s  g i v e s  f i v e - p o i n t  i n t e g r a i s  ( e x c e p t  f o r  M o d e s  9  a n d  1 0 )  w h i c h  a r e  g e n e r a l l y  a d e q u a t e  a t  l o w
a n d  m e d i u m  l a t j t u d e s .  A s  s h o w n  a t  t h e  b o t t o m  o f  T a b l e  2  t h e  m e a n  t i m e s  f o r  m o d e s  1  t o  B  a r e  g i v e n  ( t o
w i t h . i n  a  f e w p e r c e n t ,  a t  N  >  2 0 )  b y t h e e x p r e s s i o n  T  =  6 0 N  + 0 . B N 2 m s e c ,  w h e r e  N  i s  t h e  n u m b e r o f
v i r t u a l - h e i g h t  d a t a  p o i n t s .

F o r  m a x . i m u m  a c c u r a c y  1 2 - p o i n t  i n t e g r a l s  a r e  s p e c i f i e d ,  b y  c a l l i n g  P 0 L A N  w i t h  t h e  v a l u e  o f  M 0 D E
i n c r e a s e d  b y  1 0  ( A p p e n d i x  D . 1 ) .  l ' 4 o d e s  9  a n d  1 0  a i w a y s  u s e  1 2 - p o i n t  i n t e g r a l s ,  s i n c e  t h e y  i n c l u d e  a
l a r g e  n u m b e r  o f  d a t a  p o i n t s  a t  e a c h  s t e p ,  s o  t i m e s  a n d  r e s u l t s  a r e  t h e  s a m e  w h e t h e r  l 4 o d e  9 ,  1 0  o r  M o d e
1 9 , 2 0  i s  s p e c i f i e d .  A  z e r o  v a l u e  f o r  l 4 0 D E  u s e s  t h e  d e f a u l t  v a l u e  M 0 D E  =  5  a t  d j p  a n g l e s  u p  t o  6 0 o ;
t h i s  c h a n g e s  a u t o m a t i c a l l y  t o  M O D E  =  1 5  ( f o r "  1 2 - p o i n t  i n t e g r a l s )  a t  d i p  a n g l e s  o f  6 0 ' o r  m o r e .
l ' ' 1 o d e s  9  t o  2 0  a l s o  s h i f t  a u t o m a t i c a l l y  t o  1 7 - p o i n t  i n t e g r a t i o n  w h e n  r e q u i r e d ,  t o  m a i n t a i n  a c c u r d c y  a t
d i p  a n g l e s  u p  t o  9 0 ' ( A p p e n d i x  8 . 3 ) .  U s i n g  1 2 - p o i n t  i n t e g r a l s  t h e  m e a n  t i m e s  i n  T a b l e  2  a r e
a p p r o x i m a t e l y  e q u a l  t o  T  =  B O N  +  0 . B N l  m s e c .  T h u s  f o r  a  n o r m a l  m i x  o f  5  a n d  1 2 - p o i n t  i n t e g r a l s ,
c h a n g e s  i n  t h e  n u m b e r  N  o f  s c a l e d  v i r t u a l  h e i g h t s  c a u s e s  t h e  t i m e  r e q u i r e d  f o r  a  r e a l - h e i g h t
c a l c u l a t i o n  t o  v a r y  a p p r o x i m a t e l y  a s  N ( 1 + N / 9 0 ) .

5 .3  Curve  F i t t ing  Procedures

T h e  a c c u r a c y  o f  r e a l - h e i g h t  c a l c u l a t j o n s  d e p e n d s  o n  t h e  d c c u r a c y  w i t h  w h i c h  w e  r e p r e s e n t  t h e
s h a p e  o f  t h e  p r o f i l e ,  b e t w e e n  t h e  f r e q u e n c i e s  a t  w h j c h  v i r t u a l  h e i g h t s  a r e  k n o w n .  A l l  h j g h - o r d e r
m o d e s  o f  p o l y n o m i a l  a n a l y s i s  a r e  d e s i g n e d  t o  f i t  o n e  o r  m o r e  v i r t u a l  h e i g h t s  b e y o n d  t h e  p o i n t  a t
w h i c h  t h e  n e x t  r e a l  h e i g h t  i s  t o  b e  c a l c u l a t e d .  T h u s  t h e  s h a p e  o f  a  c a l c u l a t e d  p r o f i l e  s e g m e n t  i s
d e t e r m i n e d  u s i n g  d a t a  f r o m  b o t h  s i d e s  o f  t h e  s e g m e n t ,  r a t h e r  t h a n  f r o m  o n l y  t h e  k n o w n  ( l o w e r )  p a r t
o f  t h e  p r o f i l e .  T h i s  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  u s e  o f  c e n t r a l  r a t h e r  t h a n  o n e - s i d e d  i n t e r p o l a t i o n ,  f o r
e s t i m a t . i n g  g r a d i e n t  c h a n g e s  i n  t h e  c a l c u l a t e d  s e c t i o n ,  a n d  i s  t h e  m a i n  r e a s o n  f o r  t h e  i n c r e a s e d
a c c u r a c y  a n d  f l e x i b i l i t y  o f  o v e r l a p p i n g - p o l y n o m i a l  m e t h o d s .

T h e  d i f f e r e n t  m o d e s  i n  P 0 L A N  c o r r e s p o n d  t o  d i f f e r e n t  s e l e c t . i o n s  o f  t h e  p o i n t s  t o  b e  f i t t e d
a t  e a c h  s t e p  o f  t h e  c a l c u l a t i o n .  A  p o l y n o m i a l  e x p r e s s i o n ,  w i t h  N T  t e r m s ,  i s  f i t t e d  t o  d a t a  a t  a
s u c c e s s i o n  o f  g i v e n  f r e q u e n c i e s  F ; .  T h e  o r i g i n  o f  t h e  p o l y n o m i a J  i s  t a k e n  a t  t h e  f r e q u e n c y  F o ,
a n d  t h e  f i t t e d  f r e q u e n c i e s  c o r r e s p o n d  t o  v a l u e s  o f  i  f r o m  0  o r  - 1  u p  t o  N V .  O v e r  a p p r o x i m a t e ) y  t h e
f i r s t  h a l f  o f  t h i s  r a n g e ,  f i t t i n g  i s  t o  p r e v i o u s l y - c a l c u l a t e d  r e a l  h e i g h t s .  A t  a l l  v a l u e s  o f  i  f r o m
I  t o  N V  t h e  p o l y n o m i a l  i s  f i t t e d  t o  v a l u e s  o f  v i r t u a l  h e i g h t  H ' i  ( c o r r e c t e d  f o r  g r o u p  r e t a r d a t j o n
d u e  t o  i o n i s a t i o n  a t  p l a s m a  f r e q u e n c i e s  l e s s  t h a n  F 6 ) .  T h u s  i n  a h e  f i r s t  h a l f  ( a p p r o x i m a t e l y )  o f  t h e
r a n g e  t h e  p o l y n o m i a l  i s  r e q u i r e d  t o  h a v e  t h e  s a m e  r e a l  h e i g h t  a n d  t h e  s a m e  s l o p e  a s  t h e  p r e v i o u s l y -
c a l c u l a t e d  s e c t j o n s .  I n  t h e  s e c o n d  h a l f  o f  t h e  r a n g e  o n l y  v i r t u a l - h e i g h t  d a t a  a r e  k n o w n .  T h i s  d o e s ,
h o w e v e r ,  c o n t a i n  a l l  t h e  i n f o r m a t i o n  w h i c h  i s  a v a i l a b l e  a b o u t  t h e  p r o f i l e ,  s o  b y  f i t t i n g  t h e
v i r t u a l - h e i g h t  d a t a  w e  a r e  m a t c h i n g  a l l  a v a i l a b l e  i n f o r m a t i o n .

F o r  m o d e s  1  t o  4  t h e  n u m b e r  o f  p o l y n o m i a l  t e r m s  w h i c h  d e f i n e  e a c h  r e a l - h e i g h t  s e c t i o n  i s  e q u a l  t o
t h e  n u m b e r  o f  h e i g h t s  ( r e a l  a n d  v i r t u a l )  i n c l u d e d  i n  t h e  a n a l y s i s .  T h e  r e s u l t  i s  t h e r e f o r e  a n  e x a c t
f i t  t o  t h e  N V  v i r t u a l  h e i g h t s  a n d  N R  k n o w n  r e a l  h e i g h t s .  | , , / i t h  t h e  h i g h e r  o r d e r  m o d e s  t h e  n u m b e r
o f  d e f i n i n g  q u a n t i t i e s  ( f l V  +  1 X p 1 )  i s  g r e a t e r  t h a n  t h e  n u m b e r  o f  t e r m s  N T  u s e d  j n  t h e  r e a l  h e i g h t
e x p a n s i o n  ( 9 ) .  T h i s  g i v e s  a  l e a s t - s q u a r e s  f i t ,  w i t h  s o m e  s m o o t h i n g  o f  t h e  v i r t u a l - h e i g h t  d a t a .
R e a l - h e i g h t  e q u a t i o n s  a r e  g i v e n  a  l a r g e r  w e i g h t  i n  t h e  a n a l y s i s ,  s o  t h a t  t h e  k n o w n  r e a j  h e i q h t s  a r e
f i t L e d  a l m o s t  e x a c t l y .

_ V i r t u a l - h e i g h t  p o i n t s  a t  e a c h  e n d  o f  a  c a l c u l a t e d  p r o f i l e  s e g m e n t  ( t h e  h e a v y  l i n e s  i n  F i g .  1 )
s h o u l d  b e  f i t t e d  a c c u r a t e l y .  P o i n t s  a t  h i g h e r  a n d  l o w e r  f r e q u e n c i e s  a r e  r e q u i r e d  o n l y  t o  j n d i c a t e
t h e  g e n e r a l  t r e n d  o f  t h e  p r o f i l e ,  a n d  a r e  g i v e n  l e s s  w e i g h t  i n  l e a s t - s q u a r e s  m o d e s  o f  a n a l y s i s .  T h i s
c a u s e s  t h e  g r a d i e n t s  a t  t h e  e n d s  o f  t h e  c a l c u l a t e d  s e g m e n t  t o  b e  d e f i n e d  m o r e  c l o s e J y ,  a t  t h e  e x p e n s e
o f  p o i n t s  f u r t h e r  a w a y .  I n d i v i d u a l  d a t a  p o i n t s  a l s o  e n t e r  a n d  p a s s  o u t  o f  t h e  c a l c u l a t i o n  r e q i o n  m o r e
g r a d u a l J y ,  w h e n  t h e  w e i g h t s  a r e  v a r i e d ,  s o  t h a t  s p u r i o u s  f l u c t u a t j o n s  a r e  m i n i m i s e d .

T h e  e f f e c t i v e  w e i g h t s  g i v e n  t o  t h e  r e a l  a n d  v j r t u a l - h e i g h t  d a t a  p o i n t s  a r e  s h o w n  i n  T a b l e  3 ,
f o r  e a c h  o f  t h e  l e a s t - s q u a r e s  m o d e s  o f  a n a l y s i s .  F o r  r e a l - h e i g h t  p o i n t s  t h e  w e i g h t  i s  e f f e c t i v e l y
i n f i n i t e  a t  F o ,  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  o r i g i n  ( F A , H A )  i n  ( 9 ) .  T h e  w e i g h t  i s  l a i g e  a t  k n o w n  r e a l
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T a b l e  2 .  C a l c u l a t i o n  t i m e s  i n  s e c o n d s ,  f o r  t h e  a n a l y s i s  o f  o r d i n a r y - r a y  v i r t u a l - h e i g h t
d a t a  w i t h  2 0 , 4 0 , 6 0  a n d  9 0  s c a l e d  p o i n t s  u s i n g  a  B u r r o u g h s  B 6 7 0 0  c o m p u t e r .

MODE NV/NH F i v e - p o i n t  i n t e g r a l  s  1 2 - p o i n t  ( M 0 D E + 1 0 )
N = 2 0  4 0  6 0  9 0  N = 2 0  4 0  6 0  9 0

i 1
2 I
3 2
4 3
5 4
6 5
7  3 . 5
B 4
9  4 . 3

l 0  I

0 . 6  1 . 5  3 . 1  6 . 2
0 . 7  1 . 7  3 . 5  6 . 6
0 . 9  2 . 4  4 . 5  8 . 4
1 . 2  3 . 2  5 . 8  1 0 . 3
1 . 6  4 . 2  7 . 7  1 3 . 3
r . 7  4 . 8  8 . 5  r 5 . 2
1 . 2  3 . 3  5 . 8  1 0 . 7
1 . 8  4 . 7  8 . 5  r 5 . 2
3 . 1  8 . 1  1 4 . 4  2 4 . 5
2 . 1  2 . 8  4 . 2  8 . 4

0 . 7  1 . 8  3 . 5  6 . 8
0 . 8  2 . 0  3 . 9  7 . 3
r . 2  3 . 0  5 . 4  9 . 7
1 . 6  4 . 0  7 . 2  r 2 . 3
2 . 2  5 . 4  9 . 6  1 6 . 0
2 . 4  6 . 2  1 0 . 6  1 8 . 0
i . 6  4 . 0  7 . 0  I ? . 1
2 . 5  5 . 7  1 0 . 0  1 7 . 0
3 .  1  8 .  1  1 4 . 4  2 4 . 5
2 . t  2 . 8  4 . 2  8 . 4

1 . 8  4 . 5  7 . 9  1 3 . 6

1 . 9  4 . 5  7 . 7  r 3 . 7

M e a n  f o r  M o d e s  1 - 8  1  .  3  3 .  6  6 .  5  1  1 .  B

c f .  ( 6 0 + . 8 N ) N / 1 0 0 0  =  1 . 5  3 . 7  6 . 5  1 1 . 9
(  80+ .  8N )  N/  1000

T a b l e  3 .  F . i t t e d  r e a l  h e i g h t s  H  a n d  r e d u c e d  v i r t u a l  h e i g h t s  V  f o r  t h e  l e a s t - s q u a r e s  m o d e s  o f
a n a l y s i s  5  t o  1 0 .  V a l u e s  o f  F n  r e f e r  t o  t h e  n t h  f r e q u e n c y  i n  t h e  c u r r e n t  s t e p ,  m e a s u r e d  f r o m
t h e  o r i g i n  a t  F A  =  F 0 .  A s t e r i s k s  s h o w  a d d i t i o n a l  r e a l  h e i g h t s  t o  b e  c a l c u l a t e d  a t  e a c h  s t e p ,  w i t h
d a s h e s  i n d i c a t i n g  t h e  p r o f i l e  s e g m e n t  w h i c h  m u s t  b e  i n t e r p o l a t e d  a c c u r a t e l y .  T h e  n u m b e r s  u n d e r  e a c h
H  a n d  V  i n d i c a t e  t h e  t o t a l  r e l a t i v e  e f f e c t i v e  w e i g h t  g i v e n  t o  t h a t  q u a n t i t y  i n  t h e  c a l c u l a t j o n .
l , l e i q h t s  o  a r e  e f f e c t i v e l  y  i n f i n i t e .

F r e q u e n c y :  F - 1  F 0  F l  F 2  F 3  F 4  F 5  F 6  F 7  F B  F 9  F 1 0  F l i  F I z  F i 3

l,lODE 5
R e a l  h t :  H - l  H 0  H l  - - - *
W e i g h t :  4  o  2 0

V i r t . h t :  V 1  U ?  V 3  U 4
w e i g h t : 1 . 0  l . s  1 . 0  0 . 5

I {ODE 6 :  H-1  H0 H l  H2 - - - *
4 o 2 0 2 0

V I  U 2  V 3  V 4  V 5
0 . 5  1 . 0  1 . 5  1 . 0  0 . 5

l { ) D E  7 :  H -  I  H 0  H l  H 2  - - - * - - - - - *
4 o 2 0 2 0

v1 u2  v3  \ /4  v5  v6  u7
0 . 3  0 . 7  1 . 0  1 . 3  i . 0  0 . 7  0 . 3

l 4 0 D E  8 :  H - l  H 0  H l  H Z  H 3  - - - * - - - - - *
4 0 2 0 2 0 2 0

v1 u2  v3  u4  v5  v6  u7  v8
0 . 3  0 . 7  1 . 0  1 . 3  1 . 3  1 . 0  0 . 7  0 . 3

l f 0 D E  9 :  H - l  H 0  H l  H 2  H 3  H 4  H 5  - - - * - - - - - * - - - - - *
4 o 2 0 2 0 2 0 2 0 ? 0

v l  u2  \ /3  \ /4  v5  \ /6  u7  vB v9  v10 \ / l l  u t?  v l3
0 . 2  0 . 4  0 . 6  0 . 8  1 . 0  r . 2  1 . 4  r . 2  1 . 0  0 . 8  0 . 6  0 . 4  0 . 2

il0DE t0:
V i r t .  h e i g h t :  h 0  h ' l  h ' 2  h ' 3  h ' 4  h ' 5  h ' 6  h ' 7  h ' 8  h ' 9  h ' 1 0

w e i g h t :  o  1  I  I  1  i  1  i  I  I  1
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h e i g h t s  a b o v e .  F o ,  t o  e n s u r e  a  s m o o t h  f i t  t o  p r e v i o u s  s e g m e n t s .  R e a l - h e i g h t  p o i n t s  b e l o w  t h e  o r i g i n
h a v e  a  r e d u c e d  w e i g h t .  V i r t u a l - h e i g h t  w e i g h t s  a i e  v a r i e i  l i n e a r l y  f r o m  t [ e  e n d s  o f  t h e  c u r r e n t
s e g m e n t '  a n d  t ' r i t h i n  a  s e g m e n t  t h e  w e i g h t  e m p l o y e d  j s  t h e  l o w e i ' o f  t h e  v a l u e s  f r o m  t h e  t w o  l i n e a r
v a r j a t i o n s '  T h u s  f o r  M o d e s  g  t o  9  t h e  w e i g h t s  a r e  l a r g e r  t o w a r d s  t h e  c e n t r e  a n d  e n d  o f  t h e  p r o f i l e
s e g m e n t  t o  b e  c a l c u l a t e d ;  t h i s  j s  d e s i r a b l e  s i n c e  a . r e a 1 - h e i g h t  i n t e r v a l  i s  d e f i n e d  m o s t  a c c u r a t e l y
b y  v i r t u a l  h e i g h t s  i n  t h i s  r e g i o n  ( T i t h e r i d g e ,  1 9 7 9 ) .  T h e  w e i g h t s  a r e  c a l c u l a t e d  a n d  a p p l i e d  w i t h i n
t h e  s u b r o u t i n e  C O E F I C , . a s  d e s c r j b e d  i n  A p p e n d i x  D . 1 .  A l l o w a n c e . i s  m a d e  f o r  t h e  d e p e n d e n c e  o f  t h e
o v e r a l l  e f f e c t i v e  w e i g h t  o n  t h e  s q u a r e  o f  t h e  m e a n  s i z e  o f  t h e  c o e f f i c j e n t s ,  a n d  o n  t h e  s q u a r e  o f
t h e  m u l t i p l y i n g  f a c t o i ,  i n  d e t e r m i n i n g  f a c t o r s  t o  g i v e  t . h e  e f f e c t i v e  w e i q h t s  l i s t e d  i n  T a b l e  3 .

5 .4  The Layer  Peak

.  F 9 .  e a c h  i o n o s p h e r i c . l a y e r ,  r e a l  h e i g h t s  a r e  c a l c u l a t e d  d i r e c t l y  o n l y  u p  t o  s o m e  f r e q u e n c y  F M
w h i c h . i s  l e s s  t h a n  t h e  c r i t i c a l  f r e q u e n c y  F C .  C o n t i n u a t i o n  o f  t h e  p r o f i i e ,  u p  t o  a n d  a c r o s s  t h e
l a y e r  p e a k ,  r e q u i r e s  s o m e  a s s u m p t i o n  a b o u t  t h e  s h a p e  o f  t h e  p e a k  s e c t i o n .  T h i s  i s  c o m m o n l y  t a k e n  t o
b e  p a r a b o l i c .  T h e  l a s t  f e w  c a l c u l a t e d  p o i n t s  c a n  t h e n  b e  u s e d  t o  d e t e r m i n e  t h e  e f f e c t i v e  i c a l e  h e . i g h t
S - H '  t h e  p e a k  h e i g h t  H M ,  a n d  ( i f  i t  h a s  n o t  b e e n  s c a l e d )  t h e  c r i t i c a i  f r e q u e n c y  F C .  T h i s  p r o c e d u i e
i s  u s e d  i n  t h e  s i m p l i f i e d  p r o g r a m  s p 0 L A N  ( u s i n g  a  f i t  t o  c a l c u l a t e d  g r a d i e n t s ,  i i n c e  t h e s e  a r e  d e f i n e d
m o s t  a c c u r a t e l y ) .

T h e  p e a k - c a l c u l a t i o n  p r o c e d u r e  i n  P 0 L A N  u s e s  a  s o m e v / h a t  d j f f e r e n t  a p p r o a c h .  I t  w a s  d e s i g n e d
s p e c i f i c a l l y  t o  i n c o r p o r a t e  t h e  f o l l o w i n g  f e a t u r e s ,  f o r  m a x i m u m  a c c u r a c y  a n d  r e l i a b i l i t y .

-  ( a )  C h a p n r a n  t h e o r . y  ( a p p l i c a b l e  t o  t h e  E  r e g i o n )  a n d  d i r f u s i o n  c a l c u l a t i o n s  ( f o r  t h e  F  l a y e r  p e a k )
s h o w  t h a t  t h e  p e a k s  h a v e  b a s i c a l l y  t h e  s h a p e  o f  a n  x - C h a p m a n  1 a y e r .  F o r  t h i s  i a y e r ,  u s e  o f  t h e
p a r a b o l i c  a p p r o x i m a t i o n  g i v e s  a  c o n s i s t e n t  e r r o r  o f  a b o u t  - i 3 r l  j n  t h e  c a l c u l a t e d  s c a l e  h e i g h t s  ( a n d- 2 k m  i n  H M '  - 0 . 0 i  l ' 4 H z  i n  F C ) .  P 0 L A N  t h e r e f o r e  u s e s  a  t r u e  c h a p m a n - 1 a y e r  p e a k .

-  
i b )  V i r t u a l  h e i g h t s  j u s t  b e f o r e  a  p e a k  g e n e r a l l y  s h o w  l a r g e  g r o u p  r e t a r d a t i o n .  T h u s  t h e y  d e f i n e

p r i m a r i l y  t h e  g r a d i e n t  o f  t h e  r e a l - h e i g h t  p r o f i l e .  T h e  c a l c u t a i e o  p e a k  c u r v a t u r e  s h o u l d  t h e r e f o r e
d e p e n d  o n l y  o n  t h e  c a l c u l a t e d  g r a d i e n t s ,  a t  t h e  s c a i e d  f r e q u e n c i e s .

;  t c )  P e a k  p a r a m e t e r s  a r e  o b t a j n e d  b y  a  l e a s t - s q u a r e s  c a ' l c u l a t i o n  u s i n g  a t  l e a s t  f i v e  p r o f i l e  p o i n t s
( w h e n  t h e  d a t a  p e r m i t ) .  H i g h e r  f r e q u L n c i e s - a r e  g i v e n  n r o s t  w e i g h t ,  s i n c e  t h e y  r e f l e c t  t h e  p e a k  s h a p e
m o s t  c 1 o s e 1 y .  A t  t h e  l o w e r  f r e q u e n c y  e n d  o f  t h e  f i t t e d  r a n g e  l h e  w e i g h t s  d e t r e a s e  t o  z e r o .  R e s u l t s
t h e n  d e p e n d  o n 1 y . s 1 l g h t 1 y  o n  p o i n t s  f u r t h e r  f r o m  t h e  p e a k ,  i n d  d o  n o t  c h a n g e  a b r u p t l y  w i t h  d i f f e r e n t
s c a l  i n g  f r e q u e n c i e s .

.  ( , j ]  C r i t i c a l  f r e q u e n c i e s  c a n  o f t e n  b e  s c a l e d  f r o m  a n  i o n o g r a m  w i t h  w o r t h w h i l e  a c c u r a c y .  p r o v i s i o n
t s  t h e r e f o r e  m a d e  f o r  t h e  u s e  o f  s c a l e d  o r d i n a r y  o r  e x t r a o r d i n a r y - r a y  v a l u e s .  T h e  s c a l e d  v a l u e s  a r e
n o t  a s s u m e d  t o  b e  c o r r e c t ,  b u t  p r o v i d e  a d d i t i o n a ' l  i n p u t  t o  t h e  l e a s t - s q u a r e s  c a l c u l a t i o n .

-  ( e )  A n  e s t i m a t e  o f  t h e  a c c u r a c y  o f  t h e  p e a k  p a r a m e t e r s  i s  r e q u i r e d .

-  ( f )  A s  t h e  a m o u n t  o f  d a t a  a v a i l a b l e  n e a r  t h e  p e a k  d e c r e a s e s ,  t h e  c a ' l c u l a t e d  p e a k  p a r a m e t e r s  m u s t
n o t  b e c o m e  e r r a t i c  o r  a b s u r d  b u t  s h o u l d  t e n d  s m o o t h l y  t o w a r d s  s o m e  w e l l - d e f i n e d ' m o d e i .

I m p l e m e n t a t i o n  o f  ( a )  t o  ( f )  i n v o l v e s  f o r m u l a t i o n  o f  t h e  p e a k  e q u a t i o n s  w i t h  p l a s m a  f r e q u e n c y  F N
a s  a  f u n c t i o n  o f  h e i g h t  h  ( i n s t e a d  o f  t h e  u s u a l  h  a s  a  f u n c t i o n  o f  F N ) .  T h i s  g i v e s  w e l l - b e h i v e d
f u r r c t i o n s  w h i c h  c h a n g e _ s l o r ^ / l y  a c r o s s  t h e  p e a k ;  i t  s i m p l i f j e s  u s e  o f  t h e  C h a p m a n - l a l e r  e x p r e s s i o n ;
a n d  i t  e n a b l e s  c r i t i c a l  f r e q u e n c y  m e a s u r e m e n t s  t o  b e  i n c o r p o r a t e d  d i r e c t l y  i n t o  a  

' j e a s t - s q u a r e s
s o l u t i o n '  T h e  b a s i c  e q u a t i o n s  i n v o l v e  o n J y  t h e  s c a l e d  f r e q u e n c i e s  F 1  a n i  t h e  g r a d i e n t s  d h l d F N  a t
l f .  T h e  l e a s t - s q u a r e s  s o l u t i o n  g i v e s  l n ( F C )  a n d  S H ,  a n d  t h e  s t a n d a r d  e r r o r s  i n  t h e s e  q u a n t t t j e s .
T h e  p e a k  h e i g h t  H M  i s  t h e n  o b t a i n e d  b y  f i t t i n g  t h e  c a l c u l a t e d  p e a k  s h a p e  t o  t h e  l a s t  f e w  c a l c u l a t e d
h e i g h t s .

.  T h e  C h a p m a n  p e a k  i s  e x p r e s s e d  ( e x a c t l y )  a s  a  p a r a b o l i c  p e a k  p l u s  a  c o r r e c t i n g  t e r m .  T h e  l a t t e r' i s  d e t e r m i n e d  b y  i t e r a t i o n ,  b e g i n n i n g  w i t h  a  m o d e l  v a l u e  S f l A  f o r  t h e  s c a l e  h e i g h t .  O n t y  o n e  j t e r a t j o n
i s  u s e d '  s o  t h a t  t h e  r e s u l t s  s t i l l  h a v e  s o m e  d e p e n d e n c e  o n  S H A .  T h e  c o r r e c t i i g  t e r m  d i s a p p e a r s  a t
t h e  p e a k ,  a n d  i s  l a r g e  a t  l o w e r  f r e q u e n c i e s .  T h u s  w h e n  g o o d  d a t a  a r e  a v a i l a b l e  t o  w i t h i n  a b o u t  B %  o f
t h e - c r i t i c a l  f r e q u e n c y ,  t h e  f i n a l  s c a l e  h e i g h t  S H  j s  a l m o s t  i n d e p e n d e n t  o f  S H A .  W h e n  t h e  h i g h e s t
s c a l e d  f r e q u e n c i e s  a r e  f u r t h e r  b e l o w  F C ,  t h e  c a l c u l a t e d  S t l  j s  i n c r e a s i n g l y  b i a s e d  t o w a r d s  S H A .  T h i s
f u l f i l s  c o n d i t j o n  ( f )  a b o v e ;  a s  t h e  a v a i l a b l e  d a t a  g e t  t o o  f a r  f r o m  t h 6  p e a k  t o  g i v e  a  r e l i a b l e
e s t i m a t e  o f  p e a k  c u r v a t u r e ,  t h e  a s s u m e d  c u r v a t u r e  ( d e f i n e d  b y  t h e  s c a l e  h e i g h t )  t e n d s  t o  t h e  m o d e l
v a l u e .
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A n y  s c a l e d  v a l u e  o f  t h e  o r d i n a r y - r a y  c r i t i c a l  f r e q u e n c y  i s  i n c l u d e d  i n  t h e  l e a s t - s q u a r e s
s o l u t ' i o n ,  w e i g h t e d  s o  t h a t  t h e  c a l c u l a t e d  F C  w j l l  b e  s h i f t e d  a p p r o x j m a t e l y  h a l f  w a y  t o  t h e  s c a l e d
v a l u e .  A  s c a l e d  X - r a y  c r i t i c a l  f r e q u e n c y  F C X  m a y  d l s o  b e  q i v e n  f o l l o w i n g  t h e  0 - r a y  v a l u e .  I f
t h e  0 - r a y  c r i t i c a l  f r e q u e n c y  i s  n o t  s c a l e d  i t  m u s t  b e  r e p l a c e d  b y  z e r o  ( o r  t h e  v a l u e  o f  F C X  m u s t  b e
n e g a t i v e ) ,  s o  t h a t  P 0 L A N  w i l l  r e c o g n i s e  t h e  n e x t  v a l u e  a s  a n  X  r a y .  C r i t i c a l  f r e q u e n c i e s  a r e
j d 6 n t ' i f i e d  b y  a n  a s s o c i a t e d  v i r t u a t  f r e i g h t  o f  z e r o  ( o r  l e s s  t h a n  3 0  k m  i n  a b s o l u t e  v a l u e ) .  T h e  f i r s t
p e a k  i t e r a t i o n  p r o v i d e s  a  g o o d  e s t i m a t e  o f  t h e  i ; s i g h t ,  a i , i l  h e n c e  t h e  g y r o f r e q u e n c y ,  t o  u s e ' i n
c o n v e r t i n g  F C X  t o  t h e  c o r r e s p o n d i n g  p l a s m a  f r e q u e n c y .

T h e  m o d e l  s c a l e  h e ' i g h t  c u r r e n t l y  u s e d  i n  P O L A N  i s  g i v e n  b y  S H A  =  H N / 4  -  2 0  k m ,  w h e r e  H N
i s  t h e  l a s t  c a l c u l a t e d  r e a l  h e i g h t .  T h ' i s  g i v e s  r e a s o n a b l e  m e a n  v a l u e s ,  a n d  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  v a 1 1 e y
m o d e l  o f  S e c t i o n  7 .  I f  t h e  c a l c u l a t e d  g r a d i e n t  a t  H N  j s  n o t  a p p r e c ' i a b l y  g r e a t e r  t h a n  t h e  v a l u e  a t
t h e  c e n t r e  o f  t h e  f i t t e d  f r e q u e n c y  r a n g e ,  t h e  c u r v a t u r e  i s  c o n s ' i d e r e d  i n s u f f i c i e n t  f o r  a c c u r a t e
c a l c u l a t ' i o n s  a n d  P O L A N  s e t s  S H  =  S H A .  T h i s  c o n d i t ' i o n  i s  s i g n a l e d  b y  p r i n t i n g  S H  r e g a t i v e  i n  t h e
o u t p u t  f  i s t i n g .  F C  i s  s t ' i l l  o b t a i n e d  b y  f j t t i n g  a  C h a p m a n  p e d k  t o  t h e  p r o f i i e  g r a d i e n t s ,  b u t  t h e  u s e
o f  a  f i x e d  s c a l e  h e i g h t  p r e v e n t s  u n r e a s o n a b l e  e x t r a p o l a t i o n s .

A  f u r t h e r  c h e c k  i s  m a d e  a f t e r  t h e  f i r s t  l e a s t - s q u a r e s  s o l u t j o n .  I f  t h e  c a l c u l a t e d  p e a k  h e i g h t
e x c e e d s  H N  +  S H ,  o r  t h e  g r a d i e n t  i s  n o t  i n c r e a s i n g  r a p i d ' l y  a t  H N ,  t h e  s o l u t i o n  i s  n o t  i t e r a t e d .
T h i s  c o n d i t i o n  o c c u r s  w h e n  t h e  h i g h e s t  s c a l e d  f r e q u e n c y  i s  l e s s  t h a n  0 . B 4 F C .  I n  t h i s  c a s e  c a l c u l a t j o n
o f  S H  ( a n d  F C )  b a s e d  e n t i r e l y  o n  t h e  p r o f i l e  d a t a  j s  l e s s  r e l i a b l e ,  s o  t h e  f i n a l  r e s u l t  i s  l e f t  w ' i t h  a
h e a v i e r  w e i g h t  t o w a r d s  t h e  m o d e l  s c a l e  h e i g h t  S H A .  W i t h  t h e s e  p r e c a u t i o n s  u s e f u l  p e a k  p a r a m e t e r s  a r e
o b t a i n e d  u n d e r  m o s t  c o n d i t i o n s ,  a n d  m i s l e a d i n g  r e s u l t s  a r e  a v o i d e d .

5.5  The Simpl i f ied Program SPOLAN

A l l  p r o c e d u r e s  d i s c u s s e d  i n  t h i s  r e p o r t  a r e  i n c o r p o r a t e d  i n  t h e  c o m p u t e r  p r o g r a m  P 0 L A N ,  d e s c r i b e d
i n  A p p e n d i c e s  D  t o  F .  A  s i m p i e r  p r o g r a m  S P 0 L A N  i s  a l s o  a v a j l a b l e ,  a n d ' i s  d e s c r j b e d  i n  A p p e n d i x  H .
S P Q L A N  w a s  d e v e l o p e d  t o  p r o v i d e :  ( i )  a  s h o r t e r  a n d  f a s t e r  a l t e r n a t i v e  t o  P O L A N ,  w h e n  e x t r a o r d i n a r y - r a y
c a l c u l a t i o n s  a r e  n o t  r e q u i r e d ;  a n d  ( i i )  a  c l e a r e r  d e m o n s t r a t i o n  o f  t h e  b a s i c  l o g i c  u s e d  i n  P 0 L A N .

B y  r e m o v i n g  a 1 l  e x t r a o r d i n a r y - r a y  c a l c u l a t i o n s  f r o m  S P O L A N  t h e  s i z e  a n d  c o m p l e x i t y  o f  t h e  p r o g r a m
a r e  c o n s i d e r a b l y  r e d u c e d .  A  p a r a b o l i c  p e a k - f i t t i n g  p r o c e d u r e  i s  u s e d  t o  o b t a ' i n  t h e  s c a l e  h e i g h t  a n d
t h e  c r i t ' i c a l  f r e q u e n c y  f r o m  t h e  g r a d i e n t s  a t  t h e  l a s t  t w o  c a l c u l a t e d  p o i n t s .  T h i s  r e p l a c e s  t h e  m o r e
a c c u r a t e  i t e r a t i v e  C h a p m a n  p e a k  c a l c u l a t i o n  u s e d  b y  P O L A N .  S P O L A N  a l s o  a s s u m e s  a  s i m p l e  m o d e l  v a l l e y
b e t w e e n  l a y e r s .  A c c u r a c y  w i l l  b e  r e d u c e d  a t  h i g h  l a t i t u d e s  s i n c e  S P O L A N  d o e s  n o t  i n c l u d e  t h e  s p e c i a l
p r o c e d u r e  d e v e l o p e d  t o  c o u n t e r  i n t e g r a t i o n  e r r o r s  a t  d i p  a n g l e s  a b o v e  7 0 "  ( A p p e n d i x  B . 3 ) .  A  f i x e d
o r d e r  o f  i n t e g r a t i o n  ( 6 - p o i n t  G a u s s i a n )  i s  u s e d  i n s t e a d  o f  t h e  5 -  o r  1 2 - p o i n t  o p t i o n s  i n  P 0 L A N ;  t h u s
u s e  o f  " M 0 D E  +  1 0 "  t o  i n c r e a s e  t h e  i n t e g r a t i o n  a c c u r a c y  h a s  n o  e f f e c t  w i t h  S P O L A N .  F i n a ' l l y  S P 0 L A N  u s e s
a  f i x e d  v a l u e  o f  g y r o f r e q u e n c y  F B  a t  a l l  h e i g h t s .  T h i s  d o e s  n o t  a p p r e c i a b l y  a f f e c t  r e s u l t s  f o r  t h e
o r d i n a r y  r a y  p r o v i d e d  t h a t  a  s u i t a b l e  v a l u e  o f  F B  ( c o r r e s p o n d i n g  t o  a  h e i g h t  o f  a b o u t  1 5 0  t o  2 0 0  k m )
i  s  u s e d .

A p a r t  f r o m  t h e  a b o v e  p o i n t s  S P 0 L A N  i n c o r p o r a t e s  a l l  t h e  f e a t u r e s  o f  P O L A N  w h i c h  a r e  a p p l i c a b l e
t o  o r d ' i n a r y - r a y  a n a l y s i s .  F r o m  a  u s e r ' s  v i e w p o i n t  t h e  p r o g r a m s  P O L A N  a n d  S P O L A N  a r e  ' i d e n t i c a l  w h e n
on l y  o rd ina ry - ray  da ta  a re  used .  A  SP0LAN use r  may  t he re fo re  read i l y  change  to  POLAN when  ' i nc reased

a c c u r a c y  a t  h i g h  d i p  a n g ' l e s ,  m o r e  a c c u r a t e  l a y e r  p e a k s ,  o r  m o r e  a c c u r a t e  s t a r t  a n d  v a l l e y  c a l c u l a t i o n s
( u s i n g  e x t r a o r d i n a r y  r a y s )  a r e  d e s i r e d .
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